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随机算法 (简介)

算法设计与分析小班课

2022年 6月

注意: 以下内容主要是给课本作一些注解并补充习题,可能不能准确地代表课程内容和考核的方向,
也不能替代阅读课本、听课、完成作业题、做往年题等活动;其中的内容没有经过课程主管老师的审核,
也可能存在错误. 不过出现的所有错误都由作者本人负责.

由于课本上的随机算法部分的内容比较少,而后续还有专门的「随机算法」课程 (春
季学期 04834010,孔雨晴老师),所以以下浅尝辄止.

虽然随机性是 “自然”的,但是为什么引入随机性可能有助于改进算法? 简单的理由
如下: 因为随机能让算法以一定的概率避开糟糕的东西,或者以一定的概率 “撞大运”;前
者相当于说攻击确定性算法的最坏输入方法不再 (直接地)适用于随机算法,后者相当于
说在搜索空间很大或者 “遇事不决”的时候,随机能帮助算法作一些合理的猜测.

在随机算法的设计与分析中需要用到概率论知识. 其中比较重要的有 Bool不等式
(a.k.a. union bound)、条件概率与条件期望、期望的线性性、集中不等式 (concentration
inequalities,例如 Chernoff界)和随机过程,可从 [MRT18,附录 C和 D]中找到介绍.

1 几个新例子
下面分别给出分析中用到条件概率、期望的线性性和 Chernoff界的例子.

例 1 (Karger, 1993) 这是一个很有名的针对最小割的随机算法 [Kar93],这里考虑的是
无向图,每条边的边权都是 1. 算法如下:
(i) 每次随机选一条边,收缩之. 这里,收缩边后产生的重边我们都保留.
(ii) 当收缩得到的图只有两个点时,输出这两个顶点之间的全部边作为最小割.

图 1: Karger算法的一次成功执行过程. 图片来源: Wikimedia Commons, 使用许可: CC
BY-SA 3.0
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设所说的图 𝐺有 𝑛个顶点,上面算法至多执行 𝑛 − 2步. 它输出割是得到保证的,因为收
缩边得到的新图中的割仍然是原图中的割.
让我们来分析这个算法真的输出最小割的概率. 设 𝑘是最小割的大小. 一条边被收

缩意味着它被排除在最后的输出之外,我们用 𝐴𝑖 表示事件: 在算法的第 𝑖步没有扔掉最
小割中的一条边. 根据握手定理我们知道图中至少有 𝑘𝑛

2 条边,否则存在一个点的度小于
𝑘,所以 Pr[𝐴1] ≥ 1 − 𝑘

𝑘𝑛
2

= 1 − 2
𝑛 . 进一步,

Pr[𝐴2 ∣ 𝐴1] ≥ 1 − 2
𝑛 − 1, … ,Pr

⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑖

|
|
||

𝑖−1

⋂
𝑗=1

𝐴𝑗
⎤⎥⎥⎦

≥ 1 − 2
𝑛 − 𝑖 + 1.

根据条件概率的乘法公式我们有

Pr[𝐴1𝐴2 ⋯ 𝐴𝑛−2] ≥
𝑛−2∏
𝑖=1

(1 − 2
𝑛 − 𝑖 + 1) = 2

𝑛(𝑛 − 1) = Ω(𝑛−2).

当我们重复执行该算法 Ω(𝑛2) 次, 选择得到的割中最小的, 答案错误的概率就不超过

(1 − 2
𝑛(𝑛−1))

𝑛2

< 1
e ;再进一步执行,则错误概率可以任意小. (算法的具体运行时间和收缩

边的实现方法有关.) ♢

例 2 MAX-3SAT问题: 给一个有 𝑛个变元和 𝑘个子句的 3-CNF,求一个变元的赋值,使
得被满足的子句个数尽可能多.

随机算法: 对于每个变元 𝑥𝑖,我们分别独立地以 1
2 的概率给它们赋值为 T.这样,每

一个子句取值为真的概率至少为 1 − (
1
2)

3
= 7

8 . 若我们用 𝑍𝑗 这个随机变量表示第 𝑗 个
子句是否被满足 (满足取 1),那么问题的解 𝑍 =

∑
𝑗 𝑧𝑗 . 根据期望的线性性

𝔼
⎡⎢⎢⎣

∑
𝑗

𝑧𝑗
⎤⎥⎥⎦

=
∑

𝑗
𝔼[𝑍𝑗] = 7

8𝑘.

即算法在期望意义下能获得至少 7
8𝑘个成真子句. ♢

注 3 以上算法有一个有意思的推论,就是对任何一个 3-CNF,都存在一个赋值使得其中
7
8 比例的子句得到满足. 我们虽然知道这是真命题,但是 (此时)却无法具体构造出满足
要求的赋值来. 这种和随机算法紧密相连的非构造性证明方法称为概率方法 [Spe94]. ♤

注 4 不过,我们确实可以设计一个期望运行时间为多项式的新算法,保证得到至少 7
8𝑘

个成真子句. 方法为不断重复上面的算法,直到得到了 7
8𝑘个成真子句为止.

分析: 根据几何分布的性质,若上面随机算法成功的概率为 𝑝,则我们期望意义上需
要运行 1/𝑝次就能成功. 假设得到 𝑗 个子句成真的概率为 𝑝𝑗 ,那么 7

8𝑘 = ∑
𝑗 𝑗𝑝𝑗 . 用 𝑘′ 表
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示最大的严格小于 7
8𝑘的整数,令 𝑝 =

∑
𝑗≤𝑘′ 𝑝𝑗 ,则

7
8𝑘 =

∑
𝑗

𝑗𝑝𝑗 ≤ (1 − 𝑝)𝑘′ + 𝑝𝑘.

这里的不等号中,我们把 𝑗 ≤ 𝑘′都放大到 𝑘′,剩余的 𝑗 都放大到 𝑘,于是
1
𝑝 ≤ 𝑘

7
8𝑘 − 𝑘′

≤ 8𝑘,

即期望运行时间不超过 8𝑘. ♤

下面这个例子顺便还用上了我们在引言中给出的求隐函数渐近式的方法.

例 5 系统中有 𝑛项工作需要 𝑛个处理器来处理,我们希望每个处理器处理的工作尽量
均匀. 如果有一个中心化的调度器的话,那么问题是平凡的——只需要给每个处理器至多
1项工作.

现在假设系统是分布式的,就是没有一个中心化的调度器. 采用随机算法: 每个任务
被等概率地分配给任何一个处理器. 显然算法无法保证分配一定是均匀的,但是可以证
明大概率是均匀的.
分析: 用 𝑋𝑖 表示 𝑖得到的任务个数,那么 𝔼[𝑋𝑖] = 1. 注意 𝑋𝑖 是 𝑛个 Bernoulli变量

的独立和,所以由课本 Chernoff界的第一条,取 𝜇 = 1, 1 + 𝛿 = 𝑐,则

Pr[𝑋𝑖 > 𝑐] ≤ e𝑐−1

𝑐𝑐 .

用 union bound,所有处理器被分配到的任务个数 ≤ 𝑐 的概率至少是

(1.1) Pr[𝑋1 ≤ 𝑐, … , 𝑋𝑛 ≤ 𝑐] = 1 − Pr [𝑋1 > 𝑐 ∨ ⋯ ∨ 𝑋𝑛 > 𝑐] ≥ 1 − 𝑛e𝑐−1

𝑐𝑐 .

我们希望取适当的 𝑐,使得 𝑐𝑐 ∼ 𝑛. 两边求两次对数得 log log 𝑛 = log 𝑐 + log log 𝑐 ∼ log 𝑐,
所以 𝑐 log 𝑐 = log 𝑛 ∼ 𝑐 log log 𝑛, 于是 𝑐 = Θ (

log 𝑛
log log 𝑛), 可以算出此时式 (1.1) 右侧是

1 − 𝑂 (
1
𝑛),所以以高概率有: 每个处理器收到的任务不超过 Θ (

log 𝑛
log log 𝑛). ♢

2 随机算法的补充例题
注意: Las Vegas和Monte-Carlo算法某种意义上是一样的. 一方面,假设我们有一个

错误概率 𝑝的运行时间不超过 𝑓(𝑛)的算法,如果我们还能在 𝑔(𝑛)时间内检查解是否正
确,那么通过重复运行 +检查便可得到 (𝑓 (𝑛) + 𝑔(𝑛))/𝑝的 Las Vegas算法 (下面第一小节
经常用这种思想设计算法);另一方面,假设我们对问题有一个期望运行时间不超过 𝑓(𝑛)
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的 Las Vegas算法,根据 Markov不等式 Pr[运行时间 ≥ 3𝑓(𝑛)] ≤ 1
3 ,如果 3𝑓(𝑛)时间内它

停不下来,就强迫算法停止并乱猜一个答案,否则就用算法的输出,这样就得到错误概率
至多 1

3 的Monte-Carlo算法.
以下是几个比较简单的问题,欲尝试更丰富的题目可参看 [MR95].

2.1 Las Vegas

问题 6 回忆图的 3-染色问题. 现在考虑这样一个改版: 用 3种颜色给图中的顶点染色,
使得两个端点颜色不同的边尽可能多. 假设问题的最优解是 OPT. 请设计一个随机的近
似算法,使得期望意义下能获得至少 2

3OPT的性能.

解 算法: 对每个顶点,分别独立地以均匀的概率给顶点染色.
分析: 对任何一条边,两个端点颜色不同的概率至少为 1 − 3

3×3 = 2
3 ,根据期望的线性

性知算法期望意义上能保证 2/3的边是异色的,自然也有至少 2
3OPT的性能. ◻

注 7 类似问题: 考虑在例 2中不再要求 CNF为 3-CNF,即每个子句中可以不是 3个文
字. 给出 MAX-SAT的一个随机算法,使得期望意义下至少有 60%的子句得到满足. (方
法: 如果只有一个文字的子句之间有互相矛盾的 ((𝑥𝑖) ∧ (¬𝑥𝑖)),就把其中的一个文字从所
有的子句里去掉,然后以 𝑝的概率给变元赋 T;最后把去掉的文字适当地补回来;计算出
最优的 𝑝 ≈ 0.618.) ♤

问题 8 给定 𝑛个正整数 𝐴 = {𝑎1, … , 𝑎𝑛}和一组限制 𝑇 ⊆ 𝐴 × 𝐴 × 𝐴. 我们希望把 𝐴中
元素适当地排成一列——限制 (𝑎𝑖, 𝑎𝑗 , 𝑎𝑘) ∈ 𝑇 的意思是 𝑎𝑗 最好能排在 𝑎𝑖和 𝑎𝑘的中间 (但
对 𝑎𝑖, 𝑎𝑘 的相对位置无要求). 请设计一个随机近似算法,使得它能在多项式级别的期望
运行时间内给出一个常数近似.

解 算法: 均匀随机地挑选 𝐴的一个排列,检查它是否满足了至少 1
3 比例的限制;重复

猜测直到真的满足了为止.
分析: 每个 (𝑎𝑖, 𝑎𝑗 , 𝑎𝑘) ∈ 𝑇 被满足的概率是 2

3! = 1
3 ,所以期望意义下能满足

1
3 . 设算

法的成功概率为 𝑝,以及 ℓ是最大的严格小于 1
3 |𝑇 |的整数,则仿照注 4的方法可得

1
3|𝑇 | ≤ ℓ(1 − 𝑝) + |𝑇 |𝑝 ≤ ℓ(1 − 𝑝) + 𝑛3𝑝 (因为 |𝑇 | ≤ 𝑛3),

移项根据 ℓ的定义得出 1
3 ≤ (𝑛3 − ℓ)𝑝,即 1/𝑝 = 𝑂(𝑛3). ◻

注 9 类似问题: 给一个有 𝑛个顶点和 𝑚条边的图以及正整数 𝑘 ≤ 𝑛,求一个 𝑘顶点的导
出子图,使得该导出子图至少有 𝑚(𝑘

2)
(𝑛

2)
条边 (就是这个子图的稠密程度和整个图差不多).

(随机选择 𝑘个点,证明期望下边数符合要求,再重复运行.) ♤

2.2 Monte-Carlo

问题 10 矩阵乘法验证: 给定矩阵 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℝ𝑛×𝑛,请给出一个运行时间 𝑂(𝑛2)的Monte-
Carlo算法,验证是否有 𝐴𝐵 = 𝐶 .
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解 算法: 每次都随机生成一个 𝑛维的布尔向量 𝒙并按括号顺序作乘法: 𝐴(𝐵𝒙), 𝐶𝒙,验
证结果是否相等. 验证 𝑘次后如果都相等就宣布乘法正确,否则宣布乘法错误.
执行 𝑘次只需要 𝑂(𝑘𝑛2)时间. 以下证明它宣布接受时,出错的概率不超过 1

2𝑘 . 实际
上,如果 𝐴𝐵 − 𝐶 ≠ 0,设其不为 0的行有 𝒓𝑖1 , … , 𝒓𝑖𝑚 ,由全概公式

Pr[𝑥𝑖1𝒓𝑖1 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑚𝒓𝑖𝑚 = 0] = Pr[𝑥𝑖1𝒓𝑖1 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑚𝒓𝑖𝑚 = 0 ∣ 𝑥𝑖2𝒓𝑖2 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑚𝒓𝑖𝑚 = 0]
× Pr[𝑥𝑖2𝒓𝑖2 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑚𝒓𝑖𝑚 = 0]
+ Pr[𝑥𝑖1𝒓𝑖1 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑚𝒓𝑖𝑚 = 0 ∣ 𝑥𝑖2𝒓𝑖2 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑚𝒓𝑖𝑚 ≠ 0]
× Pr[𝑥𝑖2𝒓𝑖2 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑚𝒓𝑖𝑚 ≠ 0]

≤ 1
2(Pr[𝑥𝑖2𝒓𝑖2 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑚𝒓𝑖𝑚 = 0) + Pr[𝑥𝑖2𝒓𝑖2 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑚𝒓𝑖𝑚 ≠ 0])

= 1
2.

上式中的不等号是因为 𝒓𝑖1 ≠ 0,所以 𝑥𝑖1 的选择至多只有一个导致条件概率中的事件成
立,即条件概率均不超过 1/2. 根据上式, 𝑘次执行后仍错误的概率不超过 2−𝑘. ◻

问题 11 近似中位数: 给定一个 𝑛元实数集合 𝑆 (𝑛充分大),我们称 𝑥 ∈ 𝑆 是 𝜀-近似的中
位数,如果分别至少有 (

1
2 − 𝜀) 𝑛的 𝑆 中元素大于和小于它. 考虑这样的随机算法: 从 𝑆

中均匀随机抽出 𝑐 个元素,把这些元素 (集合 𝑆′)的中位数作为原来集合的近似中位数.
证明: 给定 𝑘,可以适当地选择一个无关于 𝑛的 𝑐,算法以高概率得到 1

𝑘 -近似的中位数.

证明 为了计算得到 1
𝑘 -近似中位数的概率,需要把 𝑆′ 中元素的分布和它们在 𝑆 中的分

布联系起来. 考虑把 𝑆 中的元素从小到大分为 𝑄1, … , 𝑄𝑘 这些小段,每段恰占据 𝑛
𝑘 的比

例. 我们考虑一种最理想的情况: 如果每个 |𝑆′ ∩ 𝑄𝑖|刚好在 (1−2/𝑘)𝑐
𝑘 和 (1+2/𝑘)𝑐

𝑘 之间,那么
𝑆′的中位数就刚好落在 𝑆 的中间 2

𝑘 一段,即是 1
𝑘 -近似的中位数.

注意 |𝑆′ ∩ 𝑄𝑖| 是 Bernoulli 变量的独立和, 所以利用 Chernoff 界 (课本第三式, 取
𝜇 = 𝑐/𝑘, 𝐶 = 2/𝑘),我们知道

Pr [||𝑆
′ ∩ 𝑄𝑖| − 𝑐

𝑘| ≥ 𝑐
𝑘

2
𝑘] ≤ 2 exp(−min{

1
𝑘2 , 1

𝑘}
𝑐
𝑘) ,

则由 union bound,算法的失败概率不超过 2𝑘 exp(−𝑐/𝑘3). 我们取 𝑐 = 𝑘3 log2 𝑘,则算法以
至少 1 − 𝑂 (

1
𝑘)概率输出 1

𝑘 -近似的中位数. ◻

注 12 类似问题: Alice和 Bob在一个干扰的信道上传输秘密,消息都是 Σ = {0, 1}的字
符串. 假设密文为 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎 = 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑛 ∈ Σ∗,密钥为一个函数 Σ∗ × Σ ⟶ Σ,那么解密过程迭
代地向前进行: 𝛽1 = 𝑓(𝛼1), 𝛽2 = 𝑓(𝛽1, 𝛼1), … , 𝛽𝑛 = 𝑓(𝛽1, … , 𝛽𝑛−1, 𝛼𝑛). 显然如果第 𝑗 字符
𝛽𝑗 传输错误,则后面的解密都不能保证正确了. 假设传输密文的过程中,每个字符都以
1
4 的概率传错 (0变成 1, 1变成 0). 假设传输方可以多次重复传输 (每次用不同的密码,
但密文对应的明文都相同),请设计一个算法,使得只需要发送 𝑂(log 𝑛)次,接收方就能以
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1 − 𝑂 (
1
𝑛)的概率得到完全正确的明文. (接收到的全部消息同时逐个字符解密,每次得

到一个新字符后,这些解密结果中数量多的那个作为最终的明文对应的字符 (即 majority
vote算法),第 𝑖位错误的概率相当于 Chernoff界中的 Pr[𝑋 ≥ 2𝜇].) ♤

问题 13 (此题也可算作在线算法)相亲问题: 张三去 BBS上征友,他一方面很希望得到
npy,另一方面又怕 npy不够好. 假设他依次遇到 𝑛个潜在的 npy,遇到第 𝑖个同学时,他
就能为这个同学评估一个心仪程度 𝑎𝑖. 但是他必须当场决定是否要和对方在一起. 如果
接受,征友结束,之后的同学都不会来了;如果拒绝,虽然张三还能看后面的同学,但当前
这位同学就不会再理睬张三. 假设 𝑛位同学前来的顺序是均匀随机的,请帮张三设计一
个策略,使得他以常数的概率和 𝑛个同学里最心仪的那个成为 npy.

解 方法 (可能是家喻户晓的): 先拒绝前面一半的同学,记录下最高心仪程度;如果后面
遇到了比最高心仪程度还高的同学,就赶紧在一起;如果到最后一个同学都没有心仪程
度更高的,就沮丧而后悔地接受.

分析: 假设张三最喜欢的是西施,其次喜欢的是东施,那么如果东施出现在前一半
中,而西施出现在后一半中,他就能和西施在一起. 而这个概率大致是

𝑛
2

𝑛
2 (𝑛 − 2)!

𝑛! ∼ 1
4.

(简单地说,在线算法的设计方法论有二,第一是如果看不到未来的输入,就贪心;第二是
如果目前已知的输入能帮助推断未来的输入,则需要利用.) ◻
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