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线性规划
算法设计与分析小班课

2022年 4月

注意: 以下内容主要是给课本作一些注解并补充习题,可能不能准确地代表课程内容和考核的方向,
也不能替代阅读课本、听课、完成作业题、做往年题等活动;其中的内容没有经过课程主管老师的审核,
也可能存在错误. 不过出现的所有错误都由作者本人负责.

线性规划是 1939年苏联数学家 Kantorovich在《组织和计划生产的数学方法》中最
早提出的,它是一个非常广泛的数学模型,可以说每一个运用优化工具的研究者都应该
了解线性规划的基本技术.

1 建模问题
除了最直接的 “目标函数 +建模”的问题,许多看上去比较复杂的事情都可以用线

性规划来处理,以下选取几个比较有意思的例子.

问题 1 有 𝑛项活动同时申请使用同一个礼堂,每个活动 𝑖都有一个开始时间 𝑠𝑖 和结束
时间 𝑓𝑖,任何两个活动不能同时举行 (端点除外). 举办活动 𝑖的收益是 𝑣𝑖 ∈ ℝ≥0. 设计一
个算法选择一些活动,使得收益最大. 写出问题的整数线性规划模型.

解 根据给出的信息构造冲突图 (冲突的活动连一条边),设该冲突图的关联矩阵是𝑀 ,
并用 𝒙 ∈ {0, 1}𝑛 代表最终的选择,那么活动选择的限制就是取一个独立集𝑀⊤𝒙 ≤ 1,目
标函数是 𝒗⊤𝒙. (注: 用课上讲的方法也可以.) ◻

注 2 这个问题的有趣之处在于: 虽然以上问题是整数线性规划,但我们可以证明,若放
松限制使得 𝑥𝑖 ∈ [0, 1],那么最优解中 𝑥𝑖 只能是 0或者 1,所以它可以直接用普通的线性
规划方法直接求解. ♤

例 3 图的最大匹配可以写为 (整数)线性规划问题.
设图 𝐺的关联矩阵𝑀 ∈ {0, 1}𝑛×𝑚,令 𝒙 ∈ {0, 1}𝑚 的含义为边集 𝑋 ⊆ 𝐸(𝐺)的特征

函数 (即是 1𝑒∈𝑋). 考虑约束𝑀𝒙 ≤ 1,它表示 𝑋 中的边同 𝐺中的每个点至多有一次邻接,
即代表一个匹配;如果再设定最大化目标函数 max 1⊤𝒙 = |𝑋|,则这就对应于最大匹配.
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即是:

max
𝒙

1⊤𝒙,

s.t. 𝑀𝒙 ≤ 1, 𝒙 ≥ 0.

类似地,若给出带权图中每条边的权值 𝒘 ∈ ℝ𝑚,目标函数改为 𝒘⊤𝒙,则就对应于带权图
匹配的优化问题.
一般地求解整数线性规划是 NP-难的. 但通过放松对 𝒙的要求,允许其取非整数值,

那么仍然是可以进行合理的估计的,因为对于最大化问题 ILP ≤ LP,而对于最小化问题
LP ≤ ILP. 而且幸运的是,对于像上面这样的二部图中的问题,可以论证最优解 𝒙∗ 一定
代表一个合法的边集,即每个分量只可能是 0或者 1. 这样,二部图的匹配问题就可以完
全由线性规划的方法予以研究. ♢

例 4 让我们来写出例 3中的问题的对偶,它是

min
𝒚

1⊤𝒚,

s.t. 𝑀⊤𝒚 ≥ 1, 𝒚 ≥ 0.

若将 𝒚 ∈ {0, 1}𝑛理解为点集 𝑋 ⊆ 𝑉 (𝐺)的特征函数 (即是 1𝑣∈𝑋),约束此时表示 𝐺中的每
一条边都和 𝑋 中的某个点相邻,最小化目标函数就是要求最小的满足这个条件的点集
的大小.

在图 𝐺中,如果 𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺)使得每条边至少有一个端点在 𝑆 中,则把 𝑆 称为 𝐺的一
个点覆盖. 因此最大匹配的对偶问题是最小点覆盖问题! ♢

问题 5 甲乙两人玩改版的石头剪子布游戏,这个游戏中有一个新策略 X.该策略会输给
布,但能够胜过石头和剪刀. 设胜利的收益是 1,平手的收益是 0,失败的收益是 −1. 游戏
允许甲方使用四种策略中的任意一种,乙方只允许出石头、剪刀或者布.
(1) 设甲分别以 𝒑 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4)⊤ 的概率出石头、剪刀、布和策略 X, 乙则以 𝒒 =

(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3)的概率出石头、剪刀和布. 求此时甲和乙的期望收益.
(2) 假设甲、乙都是绝顶聪明的人,他们的最佳策略分别是什么? 用线性规划建立该问
题的数学模型,尝试求解.

解 令矩阵

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0
1 1 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

则甲的期望收益应该是 𝒑⊤𝐴𝒒 (甲出策略 𝑖且乙出策略 𝑗 的概率是 𝑝𝑖𝑞𝑗 ,故贡献 𝐴𝑖𝑗𝑝𝑖𝑞𝑗).
因为甲、乙都是绝顶聪明的人,所以甲可以考虑对于任何的 𝒑,乙都出合适的最差策略使
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得自己的期望收益最小,也就是说甲希望最大化最坏情况下的收益:

max
𝒑

min
1≤𝑗≤3

𝒑⊤𝐴⋅𝑗 ,

s.t. 1⊤𝒑 = 1, 𝒑 ≥ 0.

这里 𝐴⋅𝑗 表示矩阵的第 𝑗列. 为了将它改写成比较标准的线性规划问题,我们可以引入变
量 𝑧来表示内层优化,即:

max
𝒑,𝑧

𝑧

s.t. 𝑧 ≤ 𝒑⊤𝐴⋅𝑗 (∀1 ≤ 𝑗 ≤ 3),
1⊤𝒑 = 1, 𝒑 ≥ 0.

同理可处理乙的情形. 通过求解上述线性规划可知道最优策略是 𝒑∗ = (0, 2
9 , 4

9 , 1
3) , 𝒒∗ =

(
1
3 , 4

9 , 2
9). (这类博弈问题和对偶性有着紧密的联系.) ◻

网络流、最短路问题也可以写成线性规划, 这些问题的建模都是类似的, 详参
[Cor+09, §29.2节],另外在网络流的讨论中我们还会提及.

2 对偶性
2.1 怎样取对偶? 以下我们用 Lagrange乘子的方法引出对偶性. 考虑一个简单的、
一般的优化问题:

min
𝒙

𝑓0(𝒙),

s.t. 𝑓1(𝒙) ≤ 0.

如果没有约束,直接优化 𝑓0(⋅)是比较容易的. 回忆我们或多或少听过的 “正则化”方法,
我们可以暴力地决定直接优化

𝐽(𝒙) = 𝑓0(𝒙) + 1𝑓1(𝒙)>0 ⋅ ∞.

这样如果存在可行解,则上式就不会出现∞项. 当然,这是一个很糟糕的函数,因为它的
性质很差. 作为一个替代,考虑

𝐿(𝒙, 𝜆) ≝ 𝑓0(𝒙) + 𝜆𝑓1(𝒙) (𝜆 ≥ 0).
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(这是大家熟悉的东西,即 Lagrange乘子.) 一个很重要的观察是 max𝜆≥0 𝐿(𝒙, 𝜆) = 𝐽(𝒙).
因此我们的问题就是

min
𝒙

max
𝜆≥0

𝑓0(𝒙) + 𝜆𝑓1(𝒙).

其实这种 max–min问题和我们前面提到的剪刀石头布的问题很像,就是两个人对抗地进
行优化. 对于优化 𝒙的玩家来说,她不会希望约束被违反,否则优化 𝜆的玩家可以将 𝜆选
得很大 (记住这个理解).

现在这些变换都还没有对我们的问题带来什么帮助,尝试交换顺序得到以下辅助
问题:

max
𝜆≥0

min
𝒙

𝑓0(𝒙) + 𝜆𝑓1(𝒙)
⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵

≝𝑔(𝜆)

.

我们把 𝑔(𝜆)称为对偶函数,最大化它的问题称为对偶问题. 对于凸函数和凸约束,我们可
以一般地证明: 原问题最优解的值大于等于对偶问题最优解的值 (即弱对偶性). 对偶问
题的意义在于,它可能比原问题容易很多 (例如在一些优化问题中,原问题非凸而对偶是
凸的),或者有意义/容易理解/容易导出最优性条件 (线性规划是这样). 不过在一般的优
化问题中,强对偶性不一定成立.

到这里,对偶究竟长什么样还是很抽象的,我们接下来希望把 𝑔(𝜆)的优化问题 “倒
回去”,就能重新得到一个带约束的优化问题,这样就能看到最后对偶的样子了. 我们用
一个例子来演示接下来的工作.

例 6 考虑问题 (用这种方法的时候, 𝒙 ≥ 0的约束最好放在最优化目标下面):

min
𝑥1≥0,𝑥2≤0,𝑥3

− 𝑣1𝑥1 − 𝑣2𝑥2 − 𝑣3𝑥3,

s.t. 𝑎1𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑏1 ≤ 0,
𝑥1 + 𝑎2𝑥2 − 𝑏2 = 0,
− 𝑎3𝑥3 + 𝑏3 ≤ 0.

写出 Lagrange乘子形式的优化问题并交换 max–min:

max
𝜆1≥0,𝜆2,𝜆3≥0

min
𝑥1≥0,𝑥2≤0,𝑥3

− 𝑣1𝑥1 − 𝑣2𝑥2 − 𝑣3𝑥3

+ 𝜆1(𝑎1𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑏1)
+ 𝜆2(𝑥1 + 𝑎2𝑥2 − 𝑏2)
+ 𝜆3(−𝑎3𝑥3 + 𝑏3).

(思考为什么 𝜆2 无约束?) 下面我们来恢复出对偶问题! 上面的式子是 “目标函数 +
对偶变量 ×关于原问题变量的式子”, 为了交换原问题变量和对偶变量, 将问题改写成
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“目标函数 +原问题变量 ×关于对偶变量的式子”:

max
𝜆1≥0,𝜆2,𝜆3≥0

min
𝑥1≥0,𝑥2≤0,𝑥3

− 𝑏1𝜆1 − 𝑏2𝜆2 + 𝑏3𝜆3

+ 𝑥1(𝑎1𝜆1 + 𝜆2 − 𝑣1)(2.1)
+ 𝑥2(𝜆1 + 𝑎2𝜆2 − 𝑣2)(2.2)
+ 𝑥3(𝜆1 − 𝑎3𝜆3 − 𝑣3).(2.3)

现在想一下怎么把 𝑔(𝜆) 求出来. 首先我们观察一下式 (2.1)~(2.3) 带来的影响. 因为
𝑥1 ≥ 0,所以优化 𝝀的玩家肯定不想让 (2.1)小于零 (否则目标可以任意小),因此它化成
约束 𝑎1𝜆1 + 𝜆2 − 𝑣1 ≥ 0. 这时内层玩家的最佳选择就是取 𝑥1 = 0. 同理式 (2.2)要小于等
于零,而式 (2.3)应该等于零. 这些约束都成立的时候, 𝑔(𝜆)就等于 −𝑏1𝜆1 − 𝑏2𝜆2 + 𝑏3𝜆3!
于是,对偶问题就出来了:

max
𝜆1≥0,𝜆2,𝜆3≥0

− 𝑏1𝜆1 − 𝑏2𝜆2 + 𝑏3𝜆3,

s.t. 𝑎1𝜆1 + 𝜆2 − 𝑣1 ≥ 0,
𝜆1 + 𝑎2𝜆2 − 𝑣2 ≤ 0,
𝜆1 − 𝑎3𝜆3 − 𝑣3 = 0. ♢

总结一下,这种取对偶的方法由以下几步完成:
(i) 确保目标函数是最小化,所有约束都是等式或者 ≤;
(ii) 对于每一个约束引入一个对偶变量,其中不等式型约束引入的对偶变量为非负实
数,等式型约束引入的则为任意实数. 然后把约束嵌入到最优化问题中,将问题改
写为一个无约束的 max–min问题;

(iii) 整理,将此时的目标函数中的原变量和对偶变量的角色互换;
(iv) 恢复约束. 对于要求非负的原变量,括号中的变量对应的约束为 ≥ 0;对于要求非正
的原变量,相应约束为 ≤ 0;对于无约束的原变量,相应约束则为 = 0.
这种方法用起来通常会比记忆矩阵形式要快很多,更重要的是,有实际意义的对偶

通常都需要用这种方法. 可以尝试一下给下面的问题取对偶:

问题 7 设有限集 𝑈 ,函数 𝑢, 𝑣∶ 𝒫 (𝑈) ⟶ ℝ≥0和正实常数 𝛾 皆已给定,写出问题

max
ℓ+,ℓ−

𝑝1,…,𝑝|𝑈|

ℓ+ − ℓ−,

s.t.
∑
𝑆⊆𝑈

𝑢(𝑆)
∑
𝑗∈𝑆

𝑝𝑗 −
∑
𝑗∈𝑇

𝑝𝑗 + (ℓ+ − ℓ−) ≤
∑
𝑆⊆𝑈

𝑢(𝑆)𝑣(𝑆 ⧵ 𝑇 ) − 𝛾𝑣(𝑈) (∀𝑇 ⊆ 𝑈),

𝑝𝑗 ≥ 0 (∀𝑗 ∈ 𝑈), ℓ+, ℓ− ≥ 0.
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的对偶. (答案参看 [DKL20,引理 3.1的证明].)

2.2 附: 强对偶性 (另证)和互补松弛性 强对偶性就是说在线性规划的一对对偶都有
解时,二者的值相等. 课文中的证明是基于单纯形法的,以下我们给出一个传统的证明,
它基于最优化中的 Farkas引理. 证明之后我们还会讨论一下强对偶性的一些重大意义.

定理 8 (弱对偶性) 𝑃 的值不超过 𝐷 的值. 特别地,若 𝒙, 𝒚分别为 𝑃 , 𝐷 的可行解,满足
𝒄⊤𝒙 = 𝒃⊤𝒚,则 𝒙, 𝒚都是相应问题的最优解.

证明 因为 𝒙, 𝒚分别为 𝑃 , 𝐷的可行解,所以

𝒄⊤𝒙 ≤ 𝒚⊤𝐴𝒙 ≤ 𝒚⊤𝒃 = 𝒃⊤𝒚.

“特别地”一句是上面不等式显见的推论. ◻

接续例 3, 4中的符号,由弱对偶性我们导出了: 最大匹配大小不大于最小顶点覆盖.
当然,可以证明,在二部图中二者实际上是相等的 (这是大家在集合论和图论中学到的),
而这可以用强对偶性导出.

为了讨论强对偶性,先来考察原问题和对偶问题是否有可行解这一问题,在这里的
论证中,我们会慢慢从松弛形过渡到标准形1.

引理 9 设 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃 ∈ ℝ𝑚,则下面两个叙述有且仅有一个成立:
(i) 𝐴𝒙 = 𝒃有解;
(ii) 𝐴⊤𝒚 = 0, 𝒃⊤𝒚 = −1有解.

这一引理的几何意义是明确的: 如果 𝒃不在 𝐴的列空间 𝑉 中,那么一定存在一个正交于
𝑉 的向量,满足它和 𝒃成钝角.

证明 如果 (i)、(ii)同时成立,则 −1 = 𝒃⊤𝒚 = 𝒙⊤𝐴⊤𝒚 = 0,矛盾.
假设 (i)不成立,则 𝒃不在 𝐴的列空间中,即 rank [𝐴 𝒃] = rank𝐴 + 1,从而以下矩阵

[
𝐴 𝒃
0⊤ −1]

的秩也是 rank𝐴 + 1. 所以
[

0
−1]

可被 [𝐴 𝒃]⊤线性表出,故存在所说的 𝒚. ◻

引理 10 (Farkas) 设 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃 ∈ ℝ𝑚,则下面两个叙述有且仅有一个成立:
(i) 𝐴𝒙 = 𝒃, 𝒙 ≥ 0有解;
(ii) 𝐴⊤𝒚 ≥ 0, 𝒃⊤𝒚 < 0有解.

Farkas 引理是最优化理论的基石之一. 其几何意义和前一个引理差不多: 𝐴𝒙 =
𝒃, 𝒙 ≥ 0有解实质上是指 𝒃落在 𝐴的列向量张成的凸锥中;如果不是这样,因为锥是凸

1这里我们认为标准形是均为不等式约束,松弛形是都为等式约束,这和课本上的定义不同,请注意.
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的,所以直观地存在一个超平面分离 𝒃和这个锥,这个超平面对应的方程就是 𝒙⊤𝒚 = 0,
对应于 (ii). 这里我们还是另外给出一个纯代数的证明.

证明 (i)、(ii)同时成立则导出 0 ≤ 𝒙⊤𝐴⊤𝒚 = (𝐴𝒙)⊤𝒚 = 𝒃⊤𝒚 < 0,矛盾. 若 (i)不成立,则
我们可不妨设 𝐴𝒙 = 𝒃有解,但是不满足 𝒙 ≥ 0,否则可直接用引理 9得到结论.
设 𝐴 = (𝒂1, … , 𝒂𝑛),现在对 𝑛归纳来证明此时 (ii)成立. 当 𝑛 = 1时,条件为 𝑥1𝒂1 = 𝒃

有解 𝑥1 < 0,令 𝒚 = −𝒃,代入得

𝒂⊤
1 𝒚 = −𝒃⊤𝒃

𝑥1
> 0, 𝒃⊤𝒚 = −𝒃⊤𝒃 < 0,

满足 (ii).
若命题对一切 𝑘 ≤ 𝑛 − 1都成立,因为 (i)没有满足 𝒙 ≥ 0的解,所以∑𝑛−1

𝑖=1 𝑥𝑖𝒂𝑖 = 𝒃
一定没有满足 𝑥1, … , 𝑥𝑛−1 ≥ 0 的解 (否则可令 𝑥𝑛 = 0). 由归纳假设知, 存在 𝒗 满足
𝒂⊤

𝑖 𝒗 ≥ 0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1)及 𝒃⊤𝒗 < 0. 假如 𝒂⊤
𝑛 𝒗 ≥ 0恰好也成立,那么 (ii)已经成立. 故下面

可设 𝒂⊤
𝑛 𝒗 < 0. 取

̃𝒂𝑖 = (𝒂⊤
𝑖 𝒗)𝒂𝑛 − (𝒂⊤

𝑛 𝒗)𝒂𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1),
𝒃̃ = (𝒃⊤𝒗)𝒂𝑛 − (𝒂⊤

𝑛 𝒗)𝒃.
(2.4)

我们指出∑𝑛−1
𝑖=1 𝑥𝑖 ̃𝒂𝑖 = 𝒃̃亦没有满足 𝑥1, … , 𝑥𝑛−1 ≥ 0的解,否则整理可得

− 1
𝒂⊤

𝑛 𝒗

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1∑
𝑖=1

𝑥𝑖(𝒂⊤
𝑖 𝒗) − 𝒃⊤𝒗

⎞
⎟
⎟
⎠

𝒂𝑛 +
𝑛−1∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝒂𝑖 = 𝒃,

与 (i)不成立矛盾. 故再次使用归纳假设得存在𝒘,使得 ̃𝒂𝑖
⊤𝒘 ≥ 0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛−1), 𝒃̃⊤𝒘 < 0.

这样,可以验证
𝒚 = (𝒂⊤

𝑛 𝒘)𝒗 − (𝒂⊤
𝑛 𝒗)𝒘

就是 (ii)的解. 事实上,由式 (2.4)得

𝒂⊤
𝑖 𝒚 = (𝒂⊤

𝑛 𝒘)(𝒂⊤
𝑖 𝒗) − (𝒂⊤

𝑛 𝒗)(𝒂⊤
𝑖 𝒘) = ̃𝒂𝑖

⊤𝒘 ≥ 0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1), 𝒂⊤
𝑛 𝒚 = 0,

𝒃⊤𝒚 = (𝒂⊤
𝑛 𝒘)(𝒃⊤𝒗) − (𝒂⊤

𝑛 𝒗)(𝒃⊤𝒘) = 𝒃̃⊤𝒘 < 0. ◻

推论 11 设 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃 ∈ ℝ𝑚,则下面两个叙述有且仅有一个成立:
(i) 𝐴𝒙 ≤ 𝒃, 𝒙 ≥ 0有解;
(ii) 𝐴⊤𝒚 ≥ 0, 𝒚 ≥ 0, 𝒃⊤𝒚 < 0有解.

证明 若 (i)、(ii)同时成立,则 0 ≤ 𝒙⊤𝐴⊤𝒚 = (𝐴𝒙)⊤𝒚 ≤ 𝒃⊤𝒚 < 0,矛盾. 如果 (i)不成立,按
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转换为松弛形 (课本上的标准形)的方法,这等价于

[𝐴 𝐼𝑚]
[

𝒙
𝒙′]

= 𝒃, 𝒙, 𝒙′ ≥ 0

无解,由 Farkas引理,存在 𝒚使得

[
𝐴⊤

𝐼𝑚 ]
𝒚 ≤ 0, 𝒃⊤𝒚 < 0,

就得到 (ii). ◻

我们可以证明强对偶性了.

定理 12 (强对偶性) 设线性规划的原问题及其对偶分别为 𝑃 , 𝐷,则下面叙述有且仅有一
个成立:
(i) 𝑃 , 𝐷都有可行解,且最优解的值相等;
(ii) 𝐷有可行解, 𝑃 无可行解,且 𝐷的目标函数在约束下无界;
(iii) 𝑃 有可行解, 𝐷无可行解,且 𝑃 的目标函数在约束下无界;
(iv) 两个问题均无可行解.

证明 设 𝑃 , 𝐷都有可行解,根据弱对偶性,我们只要证明不等式组

𝐴𝒙 ≤ 𝒃, 𝒙 ≥ 0,
𝐴⊤𝒚 ≥ 𝒄, 𝒚 ≥ 0,
𝒄⊤𝒙 − 𝒃⊤𝒚 ≥ 0,

是有解的即可. 把它写成分块矩阵的形式,就是

(2.5)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐴 0
0 −𝐴⊤

−𝒄⊤ 𝒃⊤

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

[
𝒙
𝒚]

≤
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝒃
−𝒄
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
[

𝒙
𝒚]

≥ 0.

如果此系统无解,则根据推论 11,存在 𝒛, 𝒘 ≥ 0和实数 𝛼 ≥ 0使得

𝐴⊤𝒛 ≥ 𝛼𝒄, 𝐴𝒘 ≤ 𝛼𝒃, 𝒃⊤𝒛 < 𝒄⊤𝒘.

首先说明 𝛼 = 0是不可能的. 不然,设 𝒙̃, ̃𝒚是 𝑃 , 𝐷的可行解,有

0 ≤ 𝒙̃⊤𝐴⊤𝒛 = (𝐴𝒙̃)⊤𝒛 ≤ 𝒃⊤𝒛 < 𝒄⊤𝒘 ≤ (𝐴⊤ ̃𝒚)⊤𝒘 = ̃𝒚⊤𝐴𝒘 ≤ 0,

矛盾. 此时再令 𝒙 = 𝒘/𝛼, 𝒚 = 𝒛/𝛼,则可验证 𝒙, 𝒚分别是 𝑃 , 𝐷 的可行解,故再次由弱对
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偶性得
𝒄⊤𝒘 = 𝛼(𝒄⊤𝒙) = 𝛼(𝒃⊤𝒚) = 𝒃⊤𝒛,

与 𝒃⊤𝒛 < 𝒄⊤𝒘矛盾. 所以式 (2.5)一定有解,即最优解的值相等.
再设 𝑃 无可行解, 而 𝐷 有可行解. 结合 𝑃 无可行解和推论 11 得 𝐴⊤𝒘 ≥ 0, 𝒘 ≥

0, 𝒃⊤𝒘 < 0有解. 注意到,如果 𝒚是 𝐷的可行解,则对每个非负实数 𝜆, 𝒚 + 𝜆𝒘都是可行
解,这样 𝐷的目标函数可写为 𝒃⊤(𝒚 + 𝜆𝒘) = 𝒃⊤𝒚 + 𝜆(𝒃⊤𝒘). 因为 𝒃⊤𝒘,所以取充分大的 𝜆
可使目标函数充分小,即其无界. 同理可证 (iii).

(iv)则是剩余的可能情形,对此没有可说的结论. ◻

至此,我们用推论 11刻画了可行解的存在性,用强对偶性描写了最优解的性质. 强
对偶性还将导出一个很重要的性质,就是互补松弛性.

推论 13 设线性规划的原问题及其对偶如上所说, 𝒙, 𝒚分别是 𝑃 , 𝐷的最优解,当且仅当
下面的命题成立:
(i) 𝑦𝑖 > 0推出

∑𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 = 𝑏𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚);

(ii) 𝑥𝑗 > 0推出∑𝑚
𝑖=1 𝑏𝑖𝑗𝑦𝑖 = 𝑐𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛).

用自然语言表述,就是第 𝑖个分量非负的约束和对偶问题的第 𝑖个约束一定有一个取等.

证明 必要性. 由强对偶性,我们有
𝑛∑

𝑗=1
𝑐𝑗𝑥𝑗 =

∑
𝑖,𝑗

𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 =
𝑚∑

𝑖=1
𝑏𝑖𝑦𝑖 ⟹

𝑚∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝
𝑏𝑖 −

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵

≥0

𝑦𝑖⎵
≥0

= 0.

注意求和中每一项都非负,故每一项都必须是 0,因而第 𝑖个分量 ≥ 0的约束和对偶问题
的第 𝑖个约束一定有一个取等. (ii)同理可证.

充分性. (i)、(ii)成立时即有

𝒄⊤𝒙 =
𝑛∑

𝑗=1
𝑐𝑗𝑥𝑗 =

𝑛∑
𝑗=1 (

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑦𝑖)
𝑥𝑗 =

𝑚∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

𝑦𝑖 =
𝑚∑

𝑖=1
𝑏𝑖𝑦𝑖 = 𝒃⊤𝒚,

由对偶性知道 𝒙, 𝒚均为最优解. ◻

例 14 我们考虑用二维图解法确定下面线性规划问题的最优解:

min 2𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 + 6𝑥4,
s.t. 𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑥4 ≥ 2,

− 2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 + 3𝑥4 ≤ 3,
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≥ 0.
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首先取对偶得到

max 2𝑦1 − 3𝑦2,
s.t. 𝑦1 + 2𝑦2 ≤ 2, 2𝑦1 − 𝑦3 ≤ 3,

3𝑦1 + 𝑦2 ≤ 5, 𝑦1 − 3𝑦2 ≤ 6,
𝑦1, 𝑦2 ≥ 0.

图解得到最优解 (1.5, 0),值为 3. 图解法过程如下图所示.

𝑦 = 1 − 1
2𝑥

𝑦 = 2𝑥 − 3

𝑦 = 5 − 3𝑥

𝑦 = 2 + 𝑥
3

由互补松弛性, 蓝色约束均不是紧的, 所以原问题最优解在 (0, 𝑥2, 0, 0)处取到, 故
𝑥2 = 1,值也为 3. ♢

最后我们给出一个和对偶性的几何意义有关的比较深入的例题 (某年作业题).

问题 15 用线性规划的模型为下列凸多面体分离问题建模: 设 𝐴, 𝐶 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃, 𝒅 ∈ ℝ𝑛,
令

𝑃1 = {𝒙 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝐴𝒙 ≤ 𝒃}, 𝑃2 = {𝒙 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝐶𝒙 ≤ 𝒅}.

求 “最佳”的 𝒘 ∈ ℝ𝑛 和实数 𝛾 ,使得对于任意的 𝒙 ∈ 𝑃1 有 𝒘⊤𝒙 < 𝛾 ,对任意的 𝒙 ∈ 𝑃2 有
𝒘⊤𝒙 > 𝛾 . 对于 “最佳”,请根据几何意义自己选择一个较好的优化目标.

解 我们先不对 ‖𝒘‖作优化,那么我们只需要找到一个可行解. 现在计算约束

𝐴⊤𝒙 + 𝐶⊤𝒚 = 0,
𝒃⊤𝒙 + 𝒅⊤𝒚 < 0,
𝒙, 𝒚 ≥ 0.

(2.6)
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的一个可行解 (𝒙0, 𝒚0),方法是将课本上寻找基本初始可行解的方法应用到该问题上. 令
𝒘 = 𝐶⊤𝒚0, 𝛾 = 1

2 (𝒅⊤𝒚0 − 𝒃⊤𝒙0)即得.
下面说明该构造的正确性. 第一步: 证明式 (2.6)一定有可行解. 考虑一组互为对偶

的问题
(P) max 0⊤𝒗, (D) min 𝒃⊤𝒙 + 𝒅⊤𝒚,

s.t. 𝐴𝒗 ≤ 𝒃, s.t. 𝐴⊤𝒙 + 𝐶⊤𝒚 = 0,
𝐶𝒗 ≤ 𝒅. 𝒙, 𝒚 ≥ 0.

由于多面体不交,所以 P无解,而 0, 0是对偶问题的一个可行解,由强对偶性质 D必然无
界. 因此必存在一个充分小的 𝛼 < 0使得 𝒃⊤𝒙 + 𝒅⊤𝒚 = 𝛼,即式 (2.6)必然有解.
第二步: 证明构造的超平面一定分离了两个多面体. 考虑计算 𝐴𝒙 ≤ 𝒃到超平面距离

的优化问题及其对偶

(2.7) (P) min 𝒘⊤𝒗, (D) max −𝒃⊤𝒙,
s.t. 𝐴𝒗 ≤ 𝒃. s.t. 𝐴⊤𝒙 = −𝒘, 𝒙 ≥ 0.

注意到 −𝒙0是 D的可行解,所以由弱对偶性质 P的最优解 𝑚1 ≥ −𝒃⊤𝒙0.
同理, 𝐶𝒙 ≤ 𝒅到超平面距离的优化问题及其对偶是

(2.8) (P) max 𝒘⊤𝒗, (D) min 𝒅⊤𝒙,
s.t. 𝐶𝒗 ≤ 𝒅. s.t. 𝐶⊤𝒙 = 𝒘, 𝒙 ≥ 0.

𝒚0是 D的可行解,所以由弱对偶性质 P的最优解 𝑚2 ≤ 𝒅⊤𝒚0 = −𝒃⊤𝑥0 + 𝛼.
因此 𝑚2 ≤ 𝒅⊤𝒚0 = −𝒃⊤𝒙0 + 𝛼 < −𝒃⊤𝒙0 ≤ 𝑚1. 于是可以取 𝛾 = −𝒃⊤𝒙0 + 𝛼

2 =
1
2 (𝒅⊤𝒚0 − 𝒃⊤𝒙0).
再考虑选择更好的解. 因为上面没有对超平面向量的范数作出什么约束, 所以距

离的差可以任意大 (𝛼 可以充分小), 无法定义最好的超平面. 如果给定一个限界, 比如
−1 ≤ 𝒘 ≤ 1,就可最优,直接求解 (2.7)、(2.8)即可,即

max − 𝒃⊤𝒙 − 𝒅⊤𝒚,
s.t. 𝐴⊤𝒙 = −𝒘, 𝐶⊤𝒚 = 𝒘,

𝒙, 𝒚 ≥ 0, −1 ≤ 𝒘 ≤ 1.

解取 (𝒘∗, 1
2 (𝒅⊤𝒚∗ − 𝒃⊤𝒙∗)). ◻

2.3 附: 全幺模矩阵 回到例 3最后提到的问题. 对于一些特别的 𝐴 (比如二部图最大
匹配),我们可以保证一般线性规划的最优解恒为整数向量.

定义 16 设 𝐴 ∈ ℤ𝑛×𝑛,如果 𝐴的行列式为 +1或 −1,就称它是幺模矩阵. 如果一个整数
矩阵的每个非奇异子方阵都是幺模矩阵 (换言之,每个子方阵的行列式都是 0, +1, −1之
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一),则说它是全幺模矩阵.

引理 17 设 𝐴 ∈ ℤ𝑚×𝑛,则 𝐴是全幺模矩阵当且仅当 [𝐴 𝐼𝑚]是全幺模矩阵.

证明 充分性显然. 对于必要性,我们对选取的子方阵的大小 𝑘作归纳法. 当 𝑘 = 1时,
𝐼𝑚的每个元素 ∈ {0, ±1},命题成立. 假设阶严格小于 𝑘的全部非奇异子方阵都是幺模矩
阵,考虑一 𝑘 × 𝑘的子方阵. 如果它的列不包括 𝐼𝑚中的列,那命题自然成立;否则,它选入
了 𝐼𝑚中的某一列的一部分,这一列可能全为 0,此时行列式为 0;也可能恰有一个 1,那按
这一行展开其行列式,由归纳假设知其结果仍属 {0, ±1}之一. ◻

推论 18 若线性规划标准形中的矩阵 𝐴为全幺模矩阵,则其最优解必为整数向量.

证明 首先将标准形化为松弛形,这时 [𝐴 𝐼𝑚]也是全幺模矩阵.
依据课本中的定理,最优解一定是基本解. 而当求基本解时,线性方程组∑

𝑖∈𝐼 𝑥𝑖𝒂𝑖 =
𝒃的系数矩阵是幺模矩阵,由 Cramer法则知 𝑥𝑖 ∈ ℤ (𝑖 ∈ 𝐼),于是基本解一定是整数向量,
从而最优解亦然. ◻

于是,如果 𝐴是全幺模矩阵,则整数线性规划可以用普通的线性规划算法照常计算.
我们不加证明地叙述一个有用的判定全幺模矩阵的充分条件:

定理 19 (Hoffman–Gale) 设 𝐴 ∈ ℤ𝑚×𝑛,如果 𝐴的每个元素只是 {0, ±1}之一,每列至多
有两个非零元素,且其行可划分为两个集合 𝐵, 𝐶 ,使得
(i) 若某列中有两个非零元素 +1, −1,则它们所在的行必同属 𝐵或者 𝐶;
(ii) 若某列中两个非零元素相同,则它们所在的行必分属 𝐵, 𝐶 .
那么 𝐴是全幺模矩阵.

所以,二部图的关联矩阵是全幺模矩阵!
在上面结论的基础上,我们可以很轻松地证明一个图论中的结论. 我们把图中最大

独立集、最大匹配、最小点覆盖和最小边覆盖的大小分别记为 𝛼(𝐺), 𝜈(𝐺), 𝜏(𝐺), 𝜌(𝐺).

推论 20 (König–Gallai) 对任意图 𝐺,有 𝜈(𝐺) ≤ 𝜏(𝐺)以及 𝛼(𝐺) ≤ 𝜌(𝐺). 特别地,在二部
图 𝐺中,还有等号成立:
(i) 𝜈(𝐺) = 𝜏(𝐺);
(ii) 𝛼(𝐺) = 𝜌(𝐺);
(iii) 𝜈(𝐺) + 𝜌(𝐺) = 𝛼(𝐺) + 𝜏(𝐺) = |𝐺|.

证明 首先记 LP为最大匹配问题的线性规划形式,则根据例 3, 4的论证, DLP为最小点
覆盖问题的线性规划形式. 由弱对偶性和整数线性规划的性质得

ILP ≤ LP ≤ DLP ≤ IDLP,

所以命题成立. 特别地,在二部图中最优解为整数,因此由强对偶性等好全部成立. 这就
证明了有关 𝜈(𝐺), 𝜏(𝐺)的结论.
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对于最大独立集问题,设图 𝐺关联矩阵的转置𝑀⊤ ∈ {0, 1}𝑚×𝑛,令 𝒙 ∈ {0, 1}𝑛 的含
义为点集 𝑋 ⊆ 𝑉 (𝐺)的特征函数 (即是 1𝑣∈𝑋). 考虑约束 𝐴⊤𝒙 ≤ 1,它表示 𝑋 中的点两两
不邻接,即代表一个独立集;如果再设定最大化目标函数 max 1⊤𝒙 = |𝑋|,则这就对应于
最大独立集. 即是:

max
𝒙

1⊤𝒙,

s.t. 𝑀⊤𝒙 ≤ 1, 𝒙 ≥ 0.

其对偶问题 DLP为

min
𝒚

1⊤𝒚,

s.t. 𝑀𝒚 ≥ 1, 𝒚 ≥ 0.

若将 𝒚 ∈ {0, 1}𝑚理解为边集 𝑌 ⊆ 𝑉 (𝐺)的特征函数 (即是 1𝑒∈𝑌 ),约束此时表示 𝐺中的每
一个点都和 𝑌 中的某条边相邻,最小化目标函数就是要求最小的满足这个条件的边集的
大小. 再次利用弱对偶性和整数线性规划的性质便得到 𝛼(𝐺) ≤ 𝜌(𝐺). 特别地,在二部图
中最优解为整数,因此由强对偶性等好全部成立.
最后证明 (iii). 注意到一个简单的观察: 一个点集 𝑆 是独立集,当且仅当 𝑉 ⧵ 𝑆 是点

覆盖. 事实上,若 𝑆 为独立集,则每条边都和 𝑉 ⧵ 𝑆 上的点相邻;若 𝑉 ⧵ 𝑆 为点覆盖,则 𝑆
中点之间必然无边. 这导出 𝛼(𝐺) + 𝜏(𝐺) = |𝐺|,结合 (i)、(ii)即知 (iii)成立. ◻

注 21 对偶性在图论中也有很高的地位,由此也可以看到线性规划的概括性. 同学们在
集合论与图论中学到的Menger定理 (最小的 𝑋𝑌 割大小等于最大的相互独立的 𝑋𝑌 路
径的集合的大小)、Dilworth定理 (有限偏序集最大反链的大小等于其最小链覆盖的大
小)、Hall定理,之后的最大流–最小割定理其实都是对偶性的例子. ♤
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