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网络流
算法设计与分析小班课

2022年 4月

注意: 以下内容主要是给课本作一些注解并补充习题,可能不能准确地代表课程内容和考核的方向,
也不能替代阅读课本、听课、完成作业题、做往年题等活动;其中的内容没有经过课程主管老师的审核,
也可能存在错误. 不过出现的所有错误都由作者本人负责.

网络流是图论算法,课本上介绍的基本模型有最大流、最小割以及最小费用流三种.
最直接的几个应用是匹配 (Hall定理,带权版本是课本匈牙利算法)、最小点覆盖 (König
定理,魏斯桐回课讲到)和不交路径问题 (Menger定理,往年题之防空避难),这些可以回
忆集合论与图论中的证明以及网络流算法的求解方法.

1 建模问题
建模的过程就是归约,套路有

⋄ 前面一段话给出的图论性质及其对偶;
⋄ 建立超级源/汇,通常是辅助平衡作用;
⋄ 求最小割,一般用于一些 “选择问题”,例如王思远课上讲的求最大收益问题;
⋄ 拆点,可以用于一些和点有关 (比如点权,或者对点有约束)的问题;
⋄ 二维选择,也是一些 “选择问题”,比如课上与图像分割有关的问题.

由于网络流适用的问题太杂,变化太多,所以到底还是要从题目本身入手.
其实,既然网络流总是能写成线性规划,所以万金油是: 图和流 ≈可行解中的 “关

系” (匹配? 划分? 顺序?),可行解对应的约束 ≈流量平衡,提高解的性能 ≈找增广路. 这
基本上能解决大多数问题. 应考时如果还是想不出归约方法的话就用线性规划的方法做
(但效率可能会降低).

问题 1 (扩展的网络流) 考虑如下输运问题. 在容量为非负整数的网络 (𝑉 , 𝐸, 𝑐)中,每个
顶点还有一个需求函数 𝑑 ∶ 𝑉 ⟶ ℤ,要求流过 𝑣的净流量恰好是 𝑑(𝑣). 即 𝑑(𝑣) < 0时, 𝑣
是一个发点,否则 𝑣是一个收点.
(1) 设计一个算法确定是否有一个可行流,满足以上发送和需求平衡的约束.
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(2) 假设每条边还有流量下界 ℓ∶ 𝐸 ⟶ ℤ≥0,要求流过边 𝑒的流量至少为 ℓ(𝑒) ≤ 𝑐(𝑒),重
做上一题.

解 (1)为了将其归约到原版最大流问题,我们建立一个超级源 𝑠和一个超级汇 𝑡. 源 𝑠
连向那些发点,边容量为 |𝑑(𝑣)|,源 𝑡则连向那些收点,容量也是 |𝑑(𝑣)|. 注意到如果原问
题有可行解的话, 归约的问题对应的流量一定是∑

𝑣∈𝑉 |𝑑(𝑣)|; 但归约问题的流量是不
能超过∑

𝑣∈𝑉 |𝑑(𝑣)| (考虑 𝑠出发的扇形割),因此问题就是问新问题的最大流量是否为∑
𝑣∈𝑉 |𝑑(𝑣)|.

(2) 一个自然的想法是将 ℓ(𝑒) 减去, 使得问题的限制重新变成不能低于 “零流”.
设想把每条边的流量都先设成 ℓ(𝑒), 此时每个顶点的净流量为 𝐿(𝑣) = ∑

𝑒in ℓ(𝑒in) −∑
𝑒out ℓ(𝑒out). 考虑新容量网络,每个顶点的需求为 𝑑(𝑣) − 𝐿(𝑣),边的容量为 𝑐(𝑒) − ℓ(𝑒),此

时问题就变成了解决 (1). 不难看出两个问题的可行解存在一一对应的关系. ◻

问题 2 (拆点) 设有容量非负的网络 (𝑉 , 𝐸, 𝑐, 𝑠, 𝑡),但容量是对顶点的流量限制 𝑐 ∶ 𝑉 ⟶
ℝ≥0,要求经过顶点 𝑣的流入流量不超过 𝑐(𝑣);边容量无限,但流量平衡条件仍要得到满
足. 设计算法求最大流.

解 每个顶点 𝑣拆成 𝑣in, 𝑣out,二者中间的边的容量为 𝑐(𝑣). 在这个情况下最大流–最小割
定理指出最大流等于使得 𝑠𝑡不连通的割点的最小容量和. ◻

2 网络流的补充例题
网络上有很多源于 OI的题目,这里就不收入了,我们以下仍以求解 [KT06; Cor+09]

中的简单习题为主. 下面的部分题目模型略有重复,可以适当跳过.

2.1 简单的二部图匹配
问题 3 赛克勒考古与艺术博物馆开办了有 𝑛 件藏品的新展览. 展厅可视为二维平面
上由平行于 𝑥, 𝑦轴的线段围成的闭合多边形, 这些线段一共有 𝑚个, 两个端点分别为
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), (𝑥′

𝑖 , 𝑦′
𝑖 ) (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚). 现在在这个多边形内部放好了 𝑛个藏品以及 𝑛个保安岗位.

假设每个保安只能管理一个藏品,而且管理的藏品必须在保安的视线范围内——即保安
和藏品的连线不能和多边形围墙有交点. 已知可以在 𝑂(1)时间内询问两条线段是否交
叉,设计一个算法确定能否为 𝑛个保安位置安排对应负责的藏品,使得每个藏品都在相
应保安的视线范围内.

解 这是很简单的二部图匹配问题. 构造 𝑛个藏品顶点和 𝑛个保安顶点,若二者的连线
不和多边形围墙有交点,则连边. 在所得二部图运行网络流算法确定是否有完美匹配即
可. 需要的时间为 𝑂(max{𝑛2𝑚, 𝑛3}). ◻

问题 4 考虑如下移动网络搜索基站的问题. 二维平面上有基站 𝑏1, … , 𝑏𝑛 和 𝑛部手机
𝑝1, … , 𝑝𝑛. 给定常数 Δ > 0, 我们称移动网络是连接良好的, 如果每部手机都只和一个
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Euclid距离不超过 Δ的基站连接. 现在假设 𝑝1 开始沿着一条直线移动 (其他手机均不
动) 𝑧个单位,那么在这个过程中基站的连接就会发生变化. 设计一个 𝑂(𝑛3)的算法确定
整个过程中移动网络是否能一直保持连接良好,如果是则给出一个调整方案.

解 首先注意到这是一个变化的二部图完美匹配问题. 变化的次数不会超过 2𝑛次,因
为 𝑝1 运动的直线和全部 𝑛 个半径为 Δ 的圆至多有 2𝑛 个交点, 即二部图不会变化超
过 2𝑛 次. 暴力算法就是每次都计算一个完美匹配, 得到 𝑂(𝑛4) 的做法, 不过我们可以
用注 23 的方法, 这样每次变化只需要搜一次增广路径, 时间为 𝑂(𝑛2), 这样算法就是
𝑂(𝑛3 + 2𝑛 ⋅ 𝑛2) = 𝑂(𝑛3)的了. ◻

2.2 匹配 +限制
问题 5 沙漠中有 𝑛个考察站和 𝑘个通讯基站,它们的位置都由 𝑥𝑦平面上的二维坐标给
出. 现在要将每个考察站连接到某个通讯基站. 由于通讯质量缘故,考察站到连接的基站
的 Euclid距离不能超过 𝑟,而且每个通讯基站不能连接超过 𝐿个考察站. 设计一个算法
确定是否能完成这个任务,如能完成则给出一个方案,否则回答不可能.

解 在这里,流量限制就是连接一个基站的考察站数目,流量平衡条件允许我们构造超
级源和超级汇来具体表达这个限制. 也就是说,构造 𝑛个考察站结点和 𝑘个基站结点,二
者如果距离在 𝑟内,就连一条容量为 1的边. 所有的考察站都连到超级源 𝑠,边容量为 1;
所有的基站都连到超级汇 𝑡,边容量为 𝐿. 那么只需要问该容量网络是否有流量 𝑛的流,
由于流量不可能超过 𝑛,所以求最大流即可 (注意这依赖于最大流一定是整数流). 需要的
时间为 𝑂((𝑛 + 𝑘)3) (Dinic,以下不再分析时间复杂度). ◻

注 6 类似问题: 某地区出现洪水,有 𝑛位伤者分别需要在半小时内送到 𝑘个医院中的一
个,是否存在一个送院方案使得抢救及时而且每个医院接受的患者数都不超过 ⌈

𝑛
𝑘⌉? ♤

问题 7 战时,某医院某日分别得到了 𝑠A, 𝑠B, 𝑠AB和 𝑠O的供血 (下标代表血型),此日需要
的用血分别为 𝑑A, 𝑑B, 𝑑AB和 𝑑O. 假设这些供需量都是整数. 设计一个算法确定该医院能
否对血进行分配满足所有用血需求,给出方案或者回答不可能. (需要用到生物学中的血
型知识. 在平常,医院是严格配型的,一般不能把 O型血配给 A型血,等等.)

解 其实可以用贪心法求解: 先满足所有 O型血的受血者,然后把剩下的 O型血全部分
配给 A、B型血受血者;余下没有得到分配的 A、B型受血者用相应的准确配型满足,剩
下的血全部满足 AB型受血者;如果中间任何一步出现血不足,就报告失败. (这个算法
在能准确配型时可能并非准确配型,如何修改能保持其正确性,而且使得在能准确配型
时完全准确配型?)
用网络流的方法则和上题做法一样,从源到供血顶点的容量为相应的供应量,从受

血顶点到汇的容量为相应需求量,中间的连接按血型匹配进行,容量∞,检查最大流中受
血点到汇的边是否都饱和即可,不过有点高射炮打蚊子的意思. ◻
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问题 8 在接下来的 𝑛天,某医院希望在第 𝑖天恰好有 𝑝𝑖 位医生来工作 (不能多也不能
少). 每位医生 𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘)都提供了一个可工作的日子集合 𝐿𝑗 ⊆ [𝑛].
(1) 设计一个算法,给每个医生安排一个工作日的集合 𝐿′

𝑗 ⊆ 𝐿𝑗 ,同时满足医院的要求,或
者报告不可能.

(2) 鉴于人类是天生懒惰的,提交可工作日子的集合常常使得 (1)的算法汇报不可能. 现
在医院给出一个正整数 𝑐. 请设计一个算法,给每个医生安排一个工作日的集合 𝐿′

𝑗 ,
要求 |𝐿′

𝑗 ⧵ 𝐿𝑗| ≤ 𝑐 (即最多强迫医生 “加班” 𝑐 天),同时满足医院的要求.

解 (1)用前面两个题的方法就可以 (每天代表的顶点到汇点的边的容量有 𝑝𝑖 限制),但
是实际上是平凡的 (先让每位医生都天天工作,然后除掉多的医生). 对于 (2)允许超出限
制,我们只要添加顶点来 “吸收”这些限制就可以,即对于每个代表医生的顶点 𝑣𝑗 ,添加
一个顶点 𝑢𝑗 和容量为 𝑐 的边 (𝑠, 𝑢𝑗). 对每个 𝑗 不想工作的日子 𝑖,添加边 (𝑢𝑗 , 𝑤𝑖),容量为
1. 再次问是否有流量为∑

𝑖 𝑝𝑖的最大流即可. ◻

注 9 类似问题: 有 𝑚个气象气球和 𝑛个大气测量任务. 这些任务的集合为 𝑆,气象气球
𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚)只能测量任务集 𝑆𝑖 ⊆ 𝑆. 每个任务至少需要有 𝑘个气象气球测量. 设计一个
算法确定是否可能,并在可能时给出一个方案. 进一步,如果每个气象气球都有一个品牌
属性,一个任务不能由全部来自于一个品牌的气球测量,重做前一个问题. (后一个问题
用三层顶点: 气球、品牌和任务.) ♤

问题 10 一群卷王 𝑝1, … , 𝑝𝑘 (全体记为集合 𝑆)住在一起,在接下来的第 𝑖天中,他们中
的一部分 𝑆𝑖 ⊆ 𝑆 要开一部车去学校 (假设车足够大). 鉴于他们都希望夜以继日地卷,因
此他们都不想驾驶,而是让别人开车,自己坐在车上写算法设计与分析的作业和大作业.
为了让他们获得公平地获得卷的机会,我们设想每天均匀随机地让 𝑆𝑖 中的某个人开车,
那么 𝑗 ∈ [𝑘]的期望开车次数是 Δ𝑗 =

∑
𝑖∶𝑝𝑗∈𝑆𝑖

1
|𝑆𝑖|

. 注意 Δ𝑗 不一定是整数. 现在希望给
出一个 𝑑天的驾驶员安排 𝑝𝑖1 , … , 𝑝𝑖𝑑 ,使得 𝑝𝑖𝑡 ∈ 𝑆𝑡 (1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑑)而且 𝑝𝑗 的开车次数不超过
⌈Δ𝑗⌉. 证明: 这总是可能的.

证明 此题主要是温馨提示一下整数流问题. 用上面题目的办法建网络,卷王 𝑝𝑗 到每个
𝑝𝑗 ∈ 𝑆𝑡 的 𝑆𝑡 顶点都连接容量为 1的边,卷王顶点到汇点的容量为 ⌈Δ𝑗⌉,每天对应的顶
点 𝑆𝑡 到源点的容量为 1. 因为给每个 𝑆𝑡 相连的中间边 1/|𝑆𝑡|的流量是一个可行流,其流
量为∑

𝑗 Δ𝑗 ,最大流的流量 𝑓 ≥
∑

𝑗 Δ𝑗 . 而整数容量网络的最大流一定是整数流,所以一
定有解. ◻

问题 11 考虑一个 (𝑛 + 1) × (𝑚 + 1)的表格. 最后一行和最后一列分别为每行的和以及每
列的和, (𝑛, 𝑚)元表示表格中所有数的和 (如下例子所示).

𝑥11 𝑥12 𝑥13 = 𝑥11 + 𝑥12 + 𝑥13
𝑥21 𝑥22 𝑥23 = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23

= 𝑥11 + 𝑥21 = 𝑥12 + 𝑥22 = 𝑥13 + 𝑥23 = 6个数全部求和
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假设每行的和以及每列的和都是整数,但是其他数不保证是整数. 希望把每个不是
整数的值 𝛼四舍五入到 ⌈𝛼⌉或者 ⌊𝛼⌋,但是要求行和以及列和都不能改变. 证明: 一定能
完成这件事. (提示: 只需解决 𝛼 − ⌊𝛼⌋的情形.)

解 本质上只需要解决小数部分是舍还是入,故按提示取 𝛼 − ⌊𝛼⌋知可不妨设 𝛼 ∈ [0, 1].
对于每一行 𝑖和每一列 𝑗 都给一个顶点. 流量约束就是求和的约束,即 𝑠到行 𝑖 (resp. 列
𝑗)对应的顶点的流量是行和 (resp. 列和),对于每个不为零的 (𝑖, 𝑗)元,用容量为 1的连接
对应 𝑖行 𝑗 列的顶点 (是否饱和代表该元素是否上入). 注意原表格就是一个可行流,因此
一定存在流量恰好是整个表格数的总和的最大流. ◻

问题 12 考虑如下推广的调度问题. 𝑛项工作中,每项工作 𝑖 ∈ [𝑛]都有一个可以开始被
处理的时间 𝑎𝑖,一个 ddl 𝑑𝑖 和需要花费的时间 ℓ𝑖 (设 0 < ℓ𝑖 ≤ 𝑑𝑖 − 𝑎𝑖). 有 𝑘台机器,机器
𝑗 可以在 [𝑡𝑗 , 𝑡′

𝑗]的时间内工作. 一台机器只能同时处理一台任务,不过任务中途可以被暂
停,之后继续. 请设计算法确定是否能将这些工作和机器合理调度,使得它们都能成功完
成,并在可能时给出一个方案.

解 这仍然是一个指派/匹配的问题,就是每个任务在何时间段,在何机器上加工. 但是
这个匹配的状态会随着时间的变化而变化, 所以可以先把它们固定下来. 我们把区间
[min𝑖 𝑎𝑖,max𝑖 𝑑𝑖]用 (𝑎𝑖)1≤𝑖≤𝑛, (𝑑𝑖)1≤𝑖≤𝑛, (𝑡𝑗 , 𝑡′

𝑗)1≤𝑗≤𝑘 划分为一个个静态的时间段 𝐼1, … , 𝐼𝑟.
在这些时间段中,有待处理的工作和可用的机器都是不变的,而且那些上机器的工作的
顺序也是无关紧要的,只需要决定在机器上处理多少时间.

所以,流量就是处理时间,接下来就很简单了. 对每个工作 𝑗 建立一个顶点 𝑣𝑗 ,以及
时间段 𝐼ℓ (1 ≤ ℓ ≤ 𝑟)也各给顶点. 若 𝐼ℓ ⊆ [𝑎𝑗 , 𝑑𝑗],就给 𝑣𝑗 和 𝐼ℓ 连接容量为 |𝐼ℓ| (可用
时间)的边;源到每个 𝑣𝑗 都有容量 ℓ𝑗 的边;每个 𝐼ℓ到汇都有容量为 𝑛ℓ|𝐼ℓ|的边,这里 𝑛ℓ
是指 𝐼ℓ 中可用的机器数目. 最后计算是否有流量为∑

𝑖 ℓ𝑖 的最大流即可. 不过注意通过
最大流导出方案的时候要防止两个机器同时处理一份工作——但因为在一个时间段内指
派顺序和工作顺序是无关的,只要总加工时间足够,就总是可以重新调整得到可行解. ◻

2.3 推广的容量网络
问题 13 某网站的访客有不同的特征,具有某个特征的访客的集合为 𝐺ℓ (1 ≤ ℓ ≤ 𝑘). 注
意这些集合的交集可能不为空. 该网站和 𝑚位广告主签了合同,每位广告主 𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚)
都有一个偏好 𝑋𝑖 ⊆ {𝐺1, … , 𝐺𝑘}和 𝑟𝑖:
(i) 广告只能展示给 𝑋𝑖中的用户群体;
(ii) 每分钟广告至少要展示给 𝑟𝑖个属于 𝑋𝑖中某个用户群体的访客.
某分钟,该网站有 𝑛位访客,而且知道访客 𝑗 ∈ [𝑛]属于的用户群体是 𝑈𝑗 ⊆ {𝐺1, … , 𝐺𝑘}.
请为网站管理员设计一个广告展示算法,确定在这一分钟是否能满足所有广告主的要求,
并在能满足时给出一个方案. (每个用户只能看一个广告.)

解 只需要确定恰好达成∑
𝑖 𝑟𝑖次的广告展示方案是否可能即可. 利用例题 1的模型,令

𝑣1, … , 𝑣𝑛 为访客顶点, 𝑤1, … , 𝑤𝑚 为广告主顶点,边 (𝑣𝑗 , 𝑤𝑖)表示广告主 𝑖对用户 𝑗 展示

第 5页,共 12页



算法设计与分析 (2022年春) 6

广告感兴趣,这些边容量为 1,表示用户只能看一个广告. 对于广告主 𝑗,它想要播放广告
的次数相当于下界,因此 𝑤𝑖 到超级汇点有边,其容量下界为 𝑟𝑖. 𝑣𝑗 到超级源点的边的容
量为 1. 源点和汇点的需求分别为 −

∑
𝑖 𝑟𝑖 和

∑
𝑖 𝑟𝑖,其他点的需求均为 0. 不难看出问题

和该容量网络是否有可行流是完全等价的. ◻

注 14 类似问题: 近来某学校 WiFi 信号质量堪忧, 计算中心挑选了 𝑛 位同学的 𝑛 台
笔记本电脑对 𝑛 个信号发射点做测试. 这些发射点的集合记为 𝑆, 并设笔记本电脑
ℓ (1 ≤ ℓ ≤ 𝑛)在信号发射点集合 𝑆ℓ的范围内. 设每个 𝑆ℓ ≠ ∅而且每个发射点都至少有
一台笔记本电脑在范围内. 计算中心人员希望进行 𝑘次测试,每次测试让某台电脑 ℓ连
接某个发射点 𝑝 ∈ 𝑆 (要求 𝑝 ∈ 𝑆ℓ),使得全部的测试能让每台笔记本电脑都进行过至少
一次测试,且每个发射点也被测试一次. 设计一个算法确定 𝑘次是否能完成任务,可能时
给出方案. (办法: 超级源和超级汇的需求分别为 −𝑘, 𝑘.) ♤

问题 15 2202年,某大学的 ICS课程引入了 office hour制度. 在时间 𝐼1, … , 𝐼𝑘 的一部分
中, ICS将举行 office hour并将请助教负责答疑,每次 office hour只能有一位助教. 每位助
教告诉教务他/她在 𝐼1, … , 𝐼𝑘 这些时间段的空闲情况 (是否能来答疑). 为了促使助教们
努力工作,教务要求每个助教参加的 office hour次数合计在 [𝑎, 𝑏]之间,而且举行的 office
hour次数恰好为 𝑐 次. 另外,由于在 lab快要到 ddl的时候同学们会比较需要答疑,因此
教务还把 {𝐼1, … , 𝐼𝑘}划分为一些时间段 𝑆1, … , 𝑆ℓ,并用 𝑑(𝑆𝑖)表示时间段 𝑆𝑖 至少需要
的答疑次数. 请设计一个算法确定教务的要求能否被满足,可能时给出方案.

解 还是利用例题 1的模型. 我们为每位助教 𝑡𝑎1, … , 𝑡𝑎𝑚,时间 𝐼1, … , 𝐼𝑘和要求有 office
hour的时间段 𝑆1, … , 𝑆ℓ各自建立顶点. 源点 𝑠到助教连边,容量为 [𝑎, 𝑏],助教到各自合
适的时间连边,容量为 1,时间到对应的时间段 𝑆𝑖 连边,容量为 1. 每个时间段 𝑆𝑖 到汇点
连边,容量为 [𝑑(𝑆𝑖), 𝑐]. 最后,因为总次数为 𝑐次,所以源和汇的需求分别为 −𝑐, 𝑐. ◻

2.4 多个点/边的构造
问题 16 在二维平面上有 𝑛个已经指定坐标的路由器 1, 2, … , 𝑛,现在它们要组成一个带
备份的网络. 要求每个路由器至少以 𝑘个路由器作为备份 (比如自己即将失效的时候给
这些备份发送消息),而每个路由器被作为备份的次数不能超过 𝑏.
(1) 若要求备份路由器必须在 𝑑 米的范围内,设计一个算法确定是否可能,并在可能时给
出一个方案.

(2) 更现实地, 假设信号的是随着距离的增加的衰减的, 距离路由器 𝑥 米的信号会衰
减到 𝑓(𝑥)的水平. 现在给出常数 𝑝1 ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑘, 要求每个路由器的备份中, 距离第
𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘)近的路由器的信号满足 𝑓(𝑑𝑗) ≥ 𝑝𝑗 . 重做上一问.

解 相比于例题 5,这里路由器同时具有两个角色,因此拆成两个点——备份和被作为备
份是有益的. (1)每个路由器 𝑖对应点 𝑣𝑖, 𝑤𝑖. 源到 𝑣𝑖 各有容量为 𝑘的边, 𝑤𝑖 到汇各有容
量为 𝑏的边. 若 𝑖, 𝑗 互在 𝑑 米范围内,则连接 (𝑣𝑖, 𝑤𝑗), (𝑣𝑗 , 𝑤𝑖). 询问该网络的最大流是否
饱和全部 𝑠𝑣𝑖边即可.
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(2)如法炮制,这时要决定的是 𝑖的第 𝑗 近的备份路由器. 我们首先预处理出可以作
为 𝑖的第 𝑗 近的备份路由器的集合 𝑋𝑖𝑗 = {ℓ ∶ 𝑓(𝑑ℓ) ≥ 𝑝𝑗} ⧵ {𝑖}. 用 (𝑢𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑛,1≤𝑗≤𝑘 来表
示选择,源 𝑠到这些点均有容量 1的边; (𝑣𝑖)1≤𝑖≤𝑛表示被备份的路由器,这些点到汇 𝑡都有
容量为 𝑏的边. 注意现在还不能直接连接 𝑢𝑖𝑗 和 𝑋𝑖𝑗 中对应的 𝑣顶点,因为 𝑋𝑖,𝑗+1 ⊆ 𝑋𝑖𝑗 ,
所以我们要防止一个路由器被选择多次. 为此添加顶点 (𝑤𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑛,1≤𝑗≤𝑘,它们和对应的
𝑢𝑖𝑗 有容量为 1的边,而 𝑤𝑖𝑗 和 𝑣ℓ有一条容量为 1的边,当且仅当 ℓ ∈ 𝑋𝑖𝑗 . 这样再计算网
络的最大流是否饱和全部 𝑠𝑢𝑖𝑗 边就可以. ◻

问题 17 航空公司有 𝑘架飞机,每天有 𝑚个航班 1, 2, … , 𝑚需要服务. 一般而言,不需要
使用 𝑚架飞机来执行这些任务,因为有一些航班是具有接续性质的. 比如若某航班早上
八点从北京起飞,十点到达上海,而十二点从上海到香港又有航班,则一架飞机就够了.
假设已经给出了航班可接续的对 𝑆 ⊆ [𝑚] × [𝑚],即 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆 表示飞完 𝑖后同一架飞机可
以飞 𝑗;接续对对应的图没有环. 请设计一个算法确定是否能用 𝑘架飞机完成全部 𝑚个
航班,如果可行则给出一个方案. (任何一架飞机的初始/结束状态可以在任何一个机场.)

解 可以设想一架飞机的轨迹就像是从某一个航班开始,按一定的边的轨迹到达最后一
个航班,所以我们可以给每个航班一对点 (𝑢𝑖, 𝑣𝑖)并连接一条流量必须为 1的边 (上下界
均为 1),确保航班恰有一架飞机执行. 而对于可接续的 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆,连接顶点 (𝑣𝑖, 𝑢𝑗),容量
为 1. 最后,源点 𝑠连向全部的 𝑢𝑖,边容量均为 1,表示飞机的起始航班,而所有的 𝑣𝑖 连向
汇点 𝑡,边容量均为 1,表示飞机的结束航班. 因为全部的飞机都要安排 (算上无任务的),
𝑠, 𝑡的需求分别是 −𝑘, 𝑘,注意飞机可能用不完,所以 𝑠𝑡之间还需要连接容量为 𝑘的边. 很
容易从最大流中构造出安排的方案 (注意最大流中,除了 𝑠𝑡边之外,所有边的流量都必须
是 1,因为无环,按照流量往前找航班安排直到结束就可以). ◻

注 18 类似问题 1: 仓库里有 𝑛 个长方体箱子, 箱子 𝑖 的尺寸为 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3), 输入确保
𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 ∈ (

1
2 , 1). 现在希望把一些箱子装在另外的箱子里 (可以套娃),使得装完之后可

见的箱子数最少,请设计算法. (注意尺寸限制,所以不可能存在两个箱子同时不套娃地
装在一个箱子里,这样只需要预处理可以装下的关系,需要不超过 3! × 𝑛2时间.) ♤

注 19 类似问题 2: 给定 𝑛, ℓ ∈ ℤ≥1 以及子集 𝑆1, … , 𝑆𝑘 ⊆ [𝑛],设计一个算法求出满足如
下条件的 [𝑛]的 ℓ个排列 𝜎1, … , 𝜎ℓ: 每个 𝑆𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)中元素经过适当排列之后是某个
𝜎𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ ℓ)的前缀. (可以设想飞机的轨迹 ≈一个排列,可以接续的航班 ≈ 𝑆𝑖 ⊆ 𝑆𝑗 .) ♤

2.5 转成最小割/负容量
问题 20 某公司有 𝑛份代码 1, 2, … , 𝑛有待升级. 升级代码 𝑖的收益是 𝑏𝑖. 但是这些代码
之间存在耦合,如果 𝑖, 𝑗 没有全被升级或者全未被升级,则另外需要 𝑥𝑖𝑗 ≥ 0的维护费用.
(1) 若 𝑏𝑖 ≥ 0,但代码 1因为实在太糟糕,无法进行升级 (加这个条件是因为单有 𝑏𝑖 ≥ 0,
最优解就是全部升级). 请设计一个升级方案,使得收益减去费用最大.

(2) 若 𝑏𝑖可以为负数,但代码 1可以升级,重做前一问.
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解 (1)选择问题可以建模为一个割两边的顶点. 我们把 𝑣1 作为不升级的选择,并制造
一个源点 𝑠作为升级的选择. 对每个顶点 𝑣𝑖,从 𝑠连一条容量为 𝑏𝑖 的边;剩下的点 𝑣𝑖, 𝑣𝑗
两两连接 𝑥𝑖𝑗 容量的两条边 (一对反向边, 𝑥𝑖𝑗 = 0则不连边). 现在考虑 𝑠𝑣1 割 (𝑋, 𝑋)的
容量,注意 𝑠 ∈ 𝑋, 𝑣1 ∈ 𝑋,它是

𝑐(𝑋, 𝑋) =
∑
𝑖∈𝑋

𝑏𝑖 +
∑

𝑖∈𝑋,𝑗∈𝑋

𝑝𝑖𝑗 =常数 −
∑
𝑖∈𝑋

𝑏𝑖 +
∑

𝑖∈𝑋,𝑗∈𝑋

𝑝𝑖𝑗 ,

因此求最小割相当于最大化∑
𝑖∈𝑋 𝑏𝑖 −

∑
𝑖∈𝑋,𝑗∈𝑋 𝑝𝑖𝑗 ,这就解决了问题.

(2)也完全类似,不过因为有负的收益,所以可以先平移一下,取 𝑟 > max𝑖 |𝑏𝑖|并令
̃𝑏𝑖 = 𝑟 + 𝑏𝑖. 现在构造以 𝑠, 𝑡, 𝑣1, … , 𝑣𝑛 的容量网络,边 (𝑠, 𝑣𝑖), (𝑣𝑖, 𝑠)的容量为 𝑟 (表示不升
级),边 (𝑡, 𝑣𝑖), (𝑣𝑖, 𝑡)的容量为 ̃𝑏𝑖 (表示升级),而点 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 两两连接 𝑥𝑖𝑗 容量的两条边 (一对
反向边, 𝑥𝑖𝑗 = 0则不连边). 现在考虑 𝑠𝑡割 (𝑋, 𝑋)的容量,它是

𝑐(𝑋, 𝑋) =
∑
𝑖∈𝑋

𝑟 +
∑
𝑖∈𝑋

̃𝑏𝑖 +
∑

𝑖∈𝑋,𝑗∈𝑋

𝑝𝑖𝑗 =常数 −
∑
𝑖∈𝑋

𝑟 −
∑
𝑖∈𝑋

̃𝑏𝑖 +
∑

𝑖∈𝑋,𝑗∈𝑋

𝑝𝑖𝑗 ,

因此求最小割相当于最大化 ∑
𝑖∈𝑋 𝑟 +

∑
𝑖∈𝑋

̃𝑏𝑖 −
∑

𝑖∈𝑋,𝑗∈𝑋 𝑝𝑖𝑗 = 常数 +
∑

𝑖∈𝑋 𝑏𝑖 −∑
𝑖∈𝑋,𝑗∈𝑋 𝑝𝑖𝑗 ,这就解决了问题. ◻

注 21 一般地说,最大流算法不能很简单地扩展到容量为负数的情况中;此题满足一些
条件才使其可以. 参看例题 27. ♤

3 理论性较强的问题
下面的问题通常讲来不会在期末考试中主要考察,但有意思,供参考.

问题 22 假设在一个无环的整数容量网络 (𝑉 , 𝐸, 𝑐, 𝑠, 𝑡)上有一个最大流 𝑓 . 该流是整数
流,而且每条边的上的流量都是正数. 现在任取一条边 𝑒∗ ∈ 𝐸并将其容量减 1. 决定如何
在 𝑂(|𝑉 | + |𝐸|)时间内给出新的最大流.

解 因为是整数流,因此用很朴素的方法找增广路径就可以. 不妨设 𝑒∗ 是饱和边,否则
𝑓 就是新的最大流. 设 𝑒∗ = (𝑣, 𝑤),现在找一条 𝑠𝑣和 𝑤𝑡路径使得二者上的流量都是正数
(根据平衡条件一定能找到),因为容量网络无环,所以这两条路径不会出现重合. 在 𝑠𝑣𝑤𝑡
上每条边的流量都减少 1. 对于新流,我们利用 FF算法的办法搜索一条增广路径,如果
能增广就把增广得到的新流作为最大流;否则减少的流就是最大流——因为这是整数流,
若增广则增广为 1,而新的最大流的流量不会超过 𝑓 的流量. ◻

注 23 类似问题: 考虑如下从部分匹配到完美匹配的转换问题. 假设二部图 (𝑋, 𝑌 )中
𝑋 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛), 𝑌 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛),现在已经有一个部分的 “匹配”使得某 𝑛 − 2对顶点得
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到完美匹配,但对于 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 和 𝑦𝑑 , 𝑦ℓ来说, 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 都连到了 𝑦𝑑 ,但 𝑦ℓ未被匹配. 请基于这个
“匹配”,在 𝑂(𝑛2)时间内计算出原图的一个完美匹配,或者回答完美匹配不存在. (做法:
删掉 {𝑥𝑗 , 𝑦𝑘},然后在匹配的基础上找增广路径.) ♤

问题 24 考虑一个简单容量网络 (𝑉 , 𝐸, 𝑠, 𝑡), 假设其上的最大流的流量是 𝑓 . 设边集
𝐹 ⊆ 𝐸 满足 |𝐹 | = 𝑘,及 (𝑉 , 𝐸 ⧵ 𝐹 , 𝑠, 𝑡)的最大流的流量为 𝑓 ′. 求解 max𝐹 ⊆𝐸,|𝐹 |=𝑘 𝑓 − 𝑓 ′.

解 从要去掉边可想到最大流–最小割定理. 对于 𝑓 对应的最小割,我们把其中的 𝑘条边
去掉,那么根据弱对偶性新的最大流量不会超过 𝑓 − 𝑘. 另一方面,任意去掉 𝑘条边后的
最小割的大小不会小于 𝑓 − 𝑘. 实际上,任取 𝐹 ⊆ 𝐸,任何一个 (𝑉 , 𝐸 ⧵ 𝐹 )中的割中至少
有 𝑓 − 𝑘条边 (因为 𝑓 是原网络的最小割). 所以 max𝐹 ⊆𝐸,|𝐹 |=𝑘 𝑓 − 𝑓 ′ = 𝑘,构造方法已经
给出. ◻

问题 25 两位同学 𝑠, 𝑡在一个网络中通信 (这个网络每条边的容量都是 1). 一个聪明的
黑客切断了网络中的 𝑘条光缆, 使得 𝑠, 𝑡不通了. 已知该黑客切断的是一个最小割, 现
在 𝑠同学希望通过 ping这个命令来确定哪些顶点已经不可达了. 例如 ping(𝑡)一定是
不通的,而 ping(𝑠)会报告一条从 𝑠出发返回 𝑠的路径. 请设计一个算法,只调用 ping
𝑂(𝑘 log 𝑛)次,使得 𝑠同学能知道全部不可达的顶点.

解 首先运行最大流算法得到 𝑠𝑡之间的 𝑘条不相交的路径 𝑃1, … , 𝑃𝑘. 显然黑客肯定把
每条路径中的一条边 (且恰好只有一条)切断了,于是在每条 𝑃𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)上二分可得一
条边 (𝑣𝑖, 𝑤𝑖),其中 𝑣𝑖 能 ping通但是 𝑤𝑖 不行. 总体需要 𝑂(𝑘 log 𝑛)时间. 删掉这些边之
后进行广度优先搜索即得到了全部可达顶点. ◻

问题 26 设矩阵𝑀 = (𝑚𝑖𝑗) ∈ {0, 1}𝑛×𝑛. 称𝑀 是可交换的,如果能适当地交换𝑀 的行
(或列),使得其对角元素均为 1. 请设计一个算法确定给定的𝑀 是否可交换.

解 构造二部图 ({𝑥1, … , 𝑥𝑛}, {𝑦1, … , 𝑦𝑛})并令 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗)有边当且仅当 𝑚𝑖𝑗 = 1. 只需要证
明这个二部图有完美匹配当且仅当𝑀 可交换. 若完美匹配将 𝑥𝑖 匹配到 𝑦𝜎(𝑖),则 𝜎 是双
射,而 𝑚𝑖,𝜎(𝑖) = 1,所以只需要按 𝜎 重排𝑀 的行就可以. 若𝑀 是可交换的,假设行 𝑖换到
𝜎(𝑖)而列 𝑗 换到了 𝜌(𝑗),则 (𝑥𝜎−1(𝑖), 𝑦𝜌−1(𝑖)) (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)就是想要的完美匹配. ◻

问题 27 在标准的网络流问题中,容量是非负实数. 现在我们取消这一条件,并希望求出
最小割 (不管最大流).
(1) 解释为什么在这情况下标准的网络流方法不再可用.
(2) 假设只有和 𝑠, 𝑡 相连的边的容量可能是负数, 证明可以用标准的网络流方法解决
问题.

解 (1)此时最大流–最小割定理不一定成立,注意课本引理 7.1到 7.2的推导是依赖于
流量非负的. 另外,如果我们能多项式时间内求解带负容量的最小割,那么就能在多项式
时间内求解最大割——对于一个最大割问题,将所有的容量取负即完成归约. 但是最大割
的求解是 NP-难的.
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(2) 无妨设每个除 𝑠, 𝑡 的顶点 𝑣 都拥有 𝑠𝑣 和 𝑣𝑡 边 (不然补上容量为 0 的边. 虽然
我们允许流量为负, 但是在原网络中最小割和最大流的原有联系已经消失了). 如果
𝑐(𝑠, 𝑣), 𝑐(𝑣, 𝑡)都是非负实数则取 𝑑(𝑣) = 0,否则取 𝑑(𝑣) = max{|𝑐(𝑠, 𝑣)|, |𝑐(𝑣, 𝑡)|},并将 𝑑(𝑣)
加到各自的容量上. 若原网络的某个割的容量为 𝑐(𝑋, 𝑋),因为 𝑠, 𝑡一定被分开,所以不论
𝑣 ∈ 𝑋 还是 𝑣 ∈ 𝑋,这个割在新网络上的容量是 𝑐(𝑋, 𝑋) + ∑

𝑣∈𝑉 𝑑(𝑣),因此两边的最小割
是一一对应的. ◻

4 附: 网络流与对偶性
最大流和最小割在线性规划中是互为对偶的问题,以下用强对偶性给出最大流–最

小割定理的证明.
设所说的容量网络为 (𝑁 = (𝑉 , 𝐸), 𝑐, 𝑠, 𝑡),顶点编号 1, … , 𝑛 = |𝑁|;并记 𝑥𝑖𝑗 表示网

络流中, 𝑖𝑗 边上的流量,相应的 𝑐𝑖𝑗 表示该边的容量. 最大流问题可以写为线性规划问题:

max
𝒙

∑
𝑗∶(𝑠,𝑗)∈𝐸(𝑁)

𝑥𝑠𝑗 ,

s.t.
∑

𝑖∶(𝑖,𝑘)∈𝐸(𝑁)
𝑥𝑖𝑘 −

∑
𝑗∶(𝑘,𝑗)∈𝐸(𝑁)

𝑥𝑘𝑗 = 0 (∀𝑘 ∈ [𝑛] ⧵ {𝑠, 𝑡}),

0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗 (∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁)).

对该问题取对偶得到

min
𝒚

∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝑁)

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 ,

s.t. 𝑢𝑗 + 𝑦𝑠𝑗 ≥ 1 (𝑗 ∈ [𝑛] ⧵ {𝑠, 𝑡}),
− 𝑢𝑖 + 𝑢𝑗 + 𝑦𝑖𝑗 ≥ 0 (𝑖, 𝑗 ∈ [𝑛] ⧵ {𝑠, 𝑡}),
− 𝑢𝑖 + 𝑦𝑖𝑡 ≥ 0 (𝑖 ∈ [𝑛] ⧵ {𝑠, 𝑡}),
𝑦𝑖𝑗 ≥ 0 (∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁)).

额外引入 𝑢𝑠 = 1, 𝑢𝑡 = 0,对偶问题进一步简写为

min
𝒚

∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝑁)

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 ,

s.t. − 𝑢𝑖 + 𝑢𝑗 + 𝑦𝑖𝑗 ≥ 0 (∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁)),
𝑢𝑠 = 1, 𝑢𝑡 = 0,
𝑦𝑖𝑗 ≥ 0 (∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁)).

(4.1)
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若把 𝑦𝑖𝑗 看成边的选择,则这对应了一个割. 依据强对偶性只需要证明这个问题的最
优解一定对应一个合法的割.

(以下证明最优解是整数解,不感兴趣的同学可以不再往下看了.) 为此用一些小技巧
来圈定 𝒖的取值范围. 上面关于 𝑦𝑖𝑗 的约束条件即 𝑦𝑖𝑗 ≥ max{𝑢𝑖 − 𝑗𝑗 , 0},因为 𝑐𝑖𝑗 ≥ 0,故
希望 𝑦𝑖𝑗 尽可能小,所以其最优解和下面的拟线性问题的最优解一模一样:

min
𝒖∈ℝ|𝐺|,𝑢𝑠=1,𝑢𝑡=0

∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝑁)

𝑐𝑖𝑗 max{𝑢𝑖 − 𝑢𝑗 , 0}.

进一步考虑某个变量 𝑢𝑘,和它关联的项有∑
(𝑖,𝑘)∈𝐸(𝑁)

𝑐𝑖𝑘 max{𝑢𝑖 − 𝑢𝑘, 0} +
∑

(𝑘,𝑗)∈𝐸(𝑁)
𝑐𝑘𝑗 max{𝑢𝑘 − 𝑢𝑗 , 0}.

我们指出, 对于任意的 (𝑖, 𝑘) ∈ 𝐸(𝑁), 都存在一个最优解, 使得 𝑢𝑖 ≥ 𝑢𝑘. 事实上, 如
果最优解中 𝑢𝑖 < 𝑢𝑘, 那么我们可以减小 𝑢𝑘 至 𝑢𝑖, 这过程中 max{𝑢𝑖 − 𝑢𝑘, 0} 恒为 0, 而
max{𝑢𝑖 − 𝑢𝑗 , 0} ≤ max{𝑢𝑘 − 𝑢𝑗 , 0} (∀(𝑘, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁)), 因此最优性保持不变. 同理可证对
于任意的 (𝑘, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁),都存在一个最优解,使得 𝑢𝑗 ≤ 𝑢𝑘. 有了这一有用的观察,结合
𝑢𝑠 = 1, 𝑢𝑡 = 0和归纳法不难得知,存在一个最优解,使得 1 ≥ 𝒖 ≥ 0.

总结一下,式 (4.1)所说的最大流问题的线性规划形式之对偶中,一定有一个最优解
满足 1 ≥ 𝒖 ≥ 0. 接下来我们再证明式 (4.1)的一切最优解都一定是整数向量.

假设最优解的排列形如
[

𝒖
𝒚]

, 把约束矩阵的列理解为对应于顶点 (𝑢𝑖) 和边 (𝑦𝑖𝑗).

又,除了 𝑢𝑠 = 1, 𝑢𝑡 = 0外的每个约束对应于一条边,故大部分行可以视为边,则约束矩
阵形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑀(𝐺)⊤ 𝐼𝑒(𝐺)
0 ⋯ 1⎵

第 𝑠个
⋯ 0 0⊤

0 1⎵
第 𝑡个

⋯ ⋯ 0 0⊤

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

其中𝑀(𝐺)表示有向图 𝐺的关联矩阵. 对于该约束矩阵,我们还是用归纳法证明它是全
幺模矩阵. 显然其 1阶子矩阵的行列式都是 ±1, 0之一. 假设断言对小于 𝑘阶的子矩阵
都成立,对于 𝑘阶子矩阵,如果它选定了 𝐼𝑒(𝐺) 中的列,或者选定了最后两行,因为这些行
列中至多有一个 1,所以由归纳假设命题立刻成立. 否则,行列只能在𝑀(𝐺)⊤ 中取,所以
𝑀(𝐺)是全幺模的,在这些行列中选取子矩阵,其行列式自然也是 ±1, 0之一.

从而,式 (4.1)一定有一个最优解,其分量要么是 0要么是 1. 今记 𝑆 = {𝑖 ∈ 𝑉 (𝐺) ∶
𝑢𝑖 = 1}, 𝑇 = {𝑗 ∈ 𝑉 (𝐺) ∶ 𝑢𝑗 = 0},那么 (𝑆, 𝑇 )对应一个 𝑠, 𝑡-割. 这目标函数刚好就是最小
化这个割的容量. 最后依线性规划的强对偶性知定理证毕.
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