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动态规划
算法设计与分析小班课

2022年 3月

注意: 以下内容主要是给课本作一些注解并补充习题,可能不能准确地代表课程内容和考核的方向,
也不能替代阅读课本、听课、完成作业题、做往年题等活动;其中的内容没有经过课程主管老师的审核,
也可能存在错误. 不过出现的所有错误都由作者本人负责.

1 务虚: 设计思想
动态规划是一种游走于暴力搜索边缘的算法. 通过聪明地分解子问题 (的状态)并记

忆和合并子问题的解,可以为一些解空间很大的问题设计出多项式时间或者是伪多项式
时间的算法. 因为它实质上是采用了一种系统的方法搜索整个空间,这种 “系统的方法”
有时候比较巧妙,所以我们往往需要一些练习才能彻底熟悉它.

DP =子问题 DAG +猜测部分解 +记忆化 ≈最短路.

以下给出了一个 “三步骤法”.
1. 确定合适的子问题. 子问题中最大的不一定就是目标问题,最终的解也可以是全部
子问题的某种合并. 子问题的数目应当是多项式. 可以通过直接分析问题结构来得
出子问题,也可以先猜一些自然的,在下一步修正.

2. 确定在每一个状态出发应该如何猜测解,并利用已有的子问题递归;注意不仅要化
归子问题,还需要在此过程中将状态的结构联系在一起. 这个利用过程必须是无环
的 (比如说, Dijkstra算法中如果有负回路,则 DP DAG中有环). 对于比较复杂的问
题,此时还可以修正之前的子问题设计.

3. 写出状态转移方程,规定初始解,导出追踪解的方法.
比如说,对于字符串或者序列的问题,子问题往往是前缀 𝑥[..𝑖],后缀 𝑥[𝑖..]或者 𝑥[𝑖..𝑗],在
此基础上可以添加新的状态变量来辅助递推.
追踪解的方法是机械的,不需要思考. 方法就是在计算 max,min的时候顺便记录一

下 argmin, argmax. 比如说,在 DP[...]中增加最后一维,其中一个分量指向上一个状态.
通过分析问题结构来设计子问题可能会更舒服: 我们考虑在贪心法中已经看到的活

动选择问题的推广.
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问题 1 有 𝑛项活动同时申请使用同一个礼堂,每个活动 𝑖都有一个开始时间 𝑠𝑖 和结束
时间 𝑓𝑖,任何两个活动不能同时举行 (端点除外). 举办活动 𝑖的收益是 𝑣𝑖 ∈ ℝ≥0. 设计一
个算法选择一些活动,使得收益最大.

解 对于一个活动,只有选和不选两个可能. 沿用不带权的问题的方法,我们将活动按结
束时间递增的顺序排序 𝑓1 ≤ 𝑓2 ≤ ⋯ ≤ 𝑓𝑛. 利用 DP的重要观察是:

断言 如果选择活动 𝑗,那么最优解一定包含子问题——活动 1, 2, … , 𝑝(𝑗)的最优解,
其中 𝑝(𝑗)表示结束时间最晚的和 𝑗 不重叠的活动 (不存在的话则规定为 0);如果不选择
活动 𝑗,那么最优解一定包含子问题——活动 1, 2, … , 𝑗 − 1的最优解.

事实上,如果选择 𝑗 而解不包含活动 1, 2, … , 𝑝(𝑗)的最优解,则可以换上一个最优解,
仍然没有冲突;不选择 𝑗 的论证也是同理. 所以

OPT[..𝑗] = max{𝑣𝑗 + OPT[..𝑝(𝑗)] + OPT[..𝑗 − 1]}.

规定 OPT[..0] = 0. 这样直接从 0~𝑗 进行迭代即可. 追踪解的方法: 记录 OPT[..𝑗]是否选
择 𝑗 即可——父指针指向 𝑝(𝑗)或者 𝑗 − 1. ◻

以上问题只有一个状态变量. 课本上讲到的背包问题是增加一个状态变量的典型例
子,不过需要注意的是, DP给出的算法仍然是指数级的,因为背包容量 𝐵 是以二进制编
码输入的.

在多个变量的 DP中,依赖关系 DAG的形状则变化很大. 举一个经典问题的例子:
给出字符串 𝑥, 𝑦,每次可以删除一个字符,插入一个字符或者修改一个字符,分别产生一
定的花费,问如何花费最小地把 𝑥修改为 𝑦. 利用 𝑥, 𝑦的前缀作为状态变量,此问题的递
推方程明显是:

𝑑(𝑖, 𝑗) = min{𝑑(𝑖 − 1, 𝑗) + 𝑐(插入), 𝑑(𝑖, 𝑗 − 1) + 𝑐(删除), 𝑑(𝑖 − 1, 𝑗 − 1) + 𝑐(替换(𝑥[𝑖], 𝑦[𝑗]))}.

DAG像下面这样:

(0, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 3) (0, 4)

(1, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4)

(2, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4)

(3, 0) (3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4)

(4, 0) (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4)

使用父指针的方式来追踪解时,就是在上面的 DAG中找了一条最短路.
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问题 2 在一个空的,宽度为 𝑤 = 𝑂(1)的俄罗斯方块的版上玩俄罗斯方块,但排成整行
的方块不会自动消除. 假设已经顺次给定了 𝑛块将要落下的方块的形状,设计算法判定:
最后累计的方块高度是否可以不超过 ℎ = 𝑂(1).

解 如果采用暴力求解的方式,就是要决定每块放在什么地方,这样会得到 𝑛𝑂(𝑤) 的算
法. 以下给出一个 (实际上也没有太大改进的)动态规划算法. 动态规划当然也要猜测方
块放在什么地方. 但是如果只设置一个状态变量是不足以确定如何递推的. 子问题为当
𝑥 = 0, 1, … , 𝑤 − 1时的方块高度分别为 ℎ0, ℎ1, … , ℎ𝑤−1时,是否可能完成任务. 则子问题
的个数为 𝑂(𝑛ℎ𝑤),递推关系为

DP[𝑖.., ℎ0, … , ℎ𝑤−1] =
𝑤−1

⋁
𝑗=0

⋁
方向

DP[𝑖 + 1..,

ℎ′
0, … , ℎ′

𝑤−1 ∣把第 𝑖块适当旋转后放在位置 𝑗 得到的状态].

所需时间为 𝑂(𝑛𝑤ℎ𝑤). 追踪解的方法仍然是用父指针. ◻

动态规划也可以用来解一些其他的小游戏,比如超级玛丽奥,等等. 不过今后会看到,如
果 𝑤不是常数,而且一开始的版不一定是空的,则确定是否有使得高度不超过 ℎ的问题
是 NP-完全的.

以下例子的对比有关动态规划中状态维数的选择问题,可以思考一下.

例 3 考虑如下问题. 一些天文学家打算进行 𝑛个天象的观测活动. 第 𝑖个天象会在第 𝑖
分钟,一维坐标 𝑑𝑖 ∈ ℤ处发生. 假设望远镜一开始在 0处,只有在望远镜移动到 𝑑𝑖 时才
能看到 𝑖;天象瞬间发生,错过的天象就看不到了. 望远镜的移动速度是每分钟 1个单位.
问这些天文学家最多能观测到几个天象? 设计算法解决之. 假如要求最后一个天象必须
观测到,算法是否可以更快? ♢

2 动态规划的补充例题
例题大多来源于 [KT06,第 6章]. 许多问题的抽象模型都是一样的,而且都比较简

单,但是都选进来了;不太熟悉的同学可以看一看. 以下均省略初始条件和追踪解的方
法,它们都可以机械地给出 (应考时必须要写出);但如果要追踪解,时间复杂度可能会稍
微上升 (解答里都没有考虑).

2.1 一维问题 一维问题的结构通常可以用首步或者末步分析法找出. 也可以直接猜
测状态变量.

问题 4 在一般的图中找最大独立集是困难的问题. 考虑在一个 𝑛个顶点的路径 𝑃𝑛上找
最大独立集: 其中每个顶点都有一个权,要求挑选出的独立集顶点权值最大.
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解 非常简单. 用 DP[..𝑖]表示结果,那么最优解如果选了 𝑖,则一定包含 DP[..𝑖 − 2]的最
优解,否则一定包含 DP[..𝑖 − 1]的最优解,即

DP[..𝑖] = max{DP[..𝑖 − 2] + 𝑤𝑖, DP[..𝑖 − 1]}. ◻

问题 5 期末季有 𝑛天,你有一些复习任务要完成. 任务分为两种,一种是水课,一种是虐
课. 假设在第 𝑖天,进行水课复习的收益是 ℓ𝑖 > 0,进行虐课复习的收益是 ℎ𝑖 > 0,摸鱼的
收益是 0. 假设复习虐课的那天的前一天必须是摸鱼的,以便于敦促自己复习;但水课可
以连续地复习. 给定 𝑛; ℎ1, … , ℎ𝑛; ℓ1, … , ℓ𝑛,设计一个算法确定收益最高的工作方案.

解 这和前一题是几乎是完全一样的,只需注意到每个前缀子问题中,最后一天一定不
可能摸鱼,所以

DP[..𝑖] = max{DP[..𝑖 − 2] + ℎ𝑖, DP[..𝑖 − 1] + ℓ𝑖}. ◻

注 6 类似问题: 假设你经营的公司在接下来的 𝑛周中,第 𝑖周生产 𝑤𝑖 吨货物. 这些货物
可以交给 A公司或者 B公司承运. A公司每吨货物收取 𝑟𝑖的费用,而 B公司则采用包月
服务: 必须连续以连续使用四周为单位,每次签订合同需要收费常数 𝐶 . 设计一个算法安
排货运公司使得费用最低. ♤

问题 7 小明玩塔防游戏,在长度为 𝑛秒的时间段中,第 𝑖秒有 𝑥𝑖个机器人对其塔发起攻
击. 游戏中他控制着一个电磁炮,电磁炮的威力取决于它空闲了的时间的长度. 当空闲了
𝑗秒时,它可以消灭 𝑓(𝑗)个机器人 (第 𝑖秒所开的炮不能消灭在第 𝑖秒之前出现的机器人,
即消灭的机器人数是 min{𝑥𝑖, 𝑓 (𝑗)}). 问: 小明应该在哪些时刻开炮才能尽可能多地消灭
机器人?

解 这和前一题所用到的观察也一样. 我们注意到,第 𝑛秒一定要开炮,因此只需要确定
上一次开炮的时间,便化归为子问题,递推方程为

OPT[𝑗] = max
1≤𝑖<𝑗

{min{𝑓(𝑗 − 𝑖), 𝑥𝑖} + OPT[𝑖]}.

计算时间为 𝑂(𝑛2). ◻

注 8 类似问题: 考虑在服务器 𝑆1, … , 𝑆𝑛 上放置同一文件的副本, 放在 𝑆𝑖 上的存储
代价是 𝑐𝑖. 当在 𝑆𝑖 上检索这个文件时, 如果上面有文件, 则检索代价为零, 否则会在
𝑆𝑖+1, 𝑆𝑖+2, … 顺序搜索直到 𝑆𝑗 中找到,检索代价为 𝑗 − 𝑖. 我们要求 𝑆𝑛 上必须放置一个
副本. 设计算法给出一个放置方案,使得当对 𝑆1, … , 𝑆𝑛 都检索一次时,总的存储和检索
代价最小. ♤

问题 9 假设你的公司在北京和上海各有一个办事处. 每个月你在北京的花费是 𝑁𝑖,在
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上海的花费是 𝑆𝑖,在上海和北京之间的一次交通花费是𝑀 . 设计在 𝑛个月内的办事地点
方案,使得花销最小.

解 这和我们在课上讲到的钢琴指法问题一样,就是在下面的图上求一个最短路 (交叉
的边的花费除了𝑁/𝑆𝑖外还要补上𝑀). 同样,状态变量还需要多一维,那就是在第 𝑖个月
的办公地点.

𝑁1

𝑆1

𝑁2

𝑆2

𝑁3

𝑆3

𝑁4

𝑆4

𝑁5

𝑆5

因此递推方程为

⎧⎪
⎨
⎪⎩

DP[𝑖][N] = 𝑁𝑖 + max{𝑀 + DP[𝑖 − 1][S], DP[𝑖 − 1][N]},
DP[𝑖][S] = 𝑆𝑖 + max{𝑀 + DP[𝑖 − 1][N], DP[𝑖 − 1][S]}. ◻

问题 10 假设你有一个需要进行计算的任务,这个任务两个运算核心 𝐴, 𝐵 都可以完成.
由于负载变化,在 𝑛分钟内的每一分钟, 𝐴, 𝐵 分别能执行的运算步数分别由 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 给出.
运算任务在两个核心之间的一次转移需要 1分钟. 设计一个调度方案,使得 𝑛分钟内执
行的步数最多.

解 这个问题有点像上面一题的对偶,但其实还是一样的. 观察还是: 因为最后一分钟必
然是在运算,所以递推方程为

⎧⎪
⎨
⎪⎩

DP[𝑖][𝐴] = 𝑎𝑖 + max{DP[𝑖 − 1][𝐴], DP[𝑖 − 2][𝐵]},
DP[𝑖][𝐵] = 𝑏𝑖 + max{DP[𝑖 − 1][𝐵], DP[𝑖 − 2][𝐴]}. ◻

问题 11 因为中文书写时词语没有空格,所以分词问题是自然语言处理的一个重要话题.
比如我们希望计算机在分析时把 “保卫部通知今天下午进行消防演练”拆分为 “保卫部
通知今天下午进行消防演练”.

假设现在有一个评估算法 𝒜 ,它能在 𝑂(1)时间内判断一个片段是否像一个正常的
词 (比如从词典里找得到的就是正常词),给出一个信心指数 𝒜(𝑤) ∈ ℝ (可以是负数). 现
在给出一个长 𝑛的汉字序列,如何将它分为词语 𝑤1, … , 𝑤𝑘,使得

∑𝑘
𝑖=1 𝒜(𝑤𝑖)最大1?

1自然语言处理中的实际技术比本题复杂许多,还要考虑很多其他因素,特别是分出来的词语是否能组
成合理的短语和句子. 例如 “研究生命的起源”,虽然 “研究生命的起源”都是合理的词语,但是合起来不
是自然的短语.
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解 这和矩阵乘法加括号是同一类问题,不过切分可能性少一些,所以平方时间就能完
成. 假设 OPT[..𝑖]表示前 𝑖个字的最佳分词,那么

OPT[..𝑖] = max
𝑗≤𝑖

{OPT[..𝑗 − 1] + 𝒜(𝑗..𝑖)}.

注意到最优解中去掉最后一个词之后,剩余部分仍然是最佳分词就可得出上式. ◻

问题 12 在终端中显示的文本最好整齐一些. 对于分别由 𝑤1, … , 𝑤𝑛 个字母组成的英文
单词序列,我们想把它们排成适当的行,要求每一行的单词之间有一个空格 (最后一个单
词后没有空格),而且每一行的长度不超过 𝐿 (𝐿 ≥ max{𝑤1, … , 𝑤𝑛}). 在此基础上,希望最
小化每行长度和 𝐿的差值的和. 设计一个算法做这件事.

解 这和上一题的做法完全一样,区别在于 𝒜 需要预处理给出 (𝒜(𝑖, 𝑗) = 𝐿 − (𝑤𝑖 + ⋯ +
𝑤𝑗)),其中长度超出 𝐿的行的权值为∞,最大化改为最小化. ◻

问题 13 在移动网络中,运营商往往要确定两部移动设备之间的通信路径. 由于设备在
移动,因此这些路径是会发生变化的. 一方面,我们希望维护最短路径;另一方面,我们不
希望这个路径变化太频繁,以至于给路由算法带来太大负担.

对于这个问题采用如下模型. 给定顶点集 𝑉 和随时间变化为边集 𝐸1, … , 𝐸𝑡 并
令 𝐺𝑖 = (𝑉 , 𝐸𝑖). 假设这些图都是连通的. 给定 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑉 和实数 𝐾 > 0, 求 𝑠, 𝑡-路径族
𝑃1 ∈ 𝐺1, … , 𝑃𝑛 ∈ 𝐺𝑡,最小化以下目标函数:

𝑡∑
𝑖=1

ℓ(𝑃𝑖) + 𝐾 ⋅
𝑡−1∑
𝑖=1

1𝑃𝑖≠𝑃𝑖+1 ,

其中 ℓ(⋅)表示路径长度.

解 对于新的边的变化,我们可以尝试使用旧有的最短路,也可以重新计算最短路,因此
需要猜测的是什么时候更换新路径. 若记 ℓ(𝑖, 𝑗)为 𝐺𝑖, … , 𝐺𝑗 中共同存在的路径中最短
的长度 (不存在则为∞),则我们有

OPT[..𝑗] = min{𝑗ℓ(1, 𝑗), min
1≤𝑖<𝑗

OPT[..𝑖] + 𝐾 + (𝑗 − 𝑖)ℓ(𝑖 + 1, 𝑗)}.

主要的时间是花费在预处理 ℓ(𝑖, 𝑗)上. 最简单的方法是用 𝑂(|𝑉 |2𝑡)的时间算出公共子图,
然后在这 𝑂(𝑡2)对中计算最短路. ◻

2.2 超过一维的问题 背包问题是这类问题的经典模型.

问题 14 期末季你有 𝑛门考试,有 𝑇 ∈ ℤ≥0 小时的复习时间. 对于课程 𝑖,复习 𝑡 ∈ ℤ≥0
小时的预期绩点由函数 (可以不是递增的) 𝑓𝑖 ∶ ℤ≥0 ⟶ {0} ∪ [1, 4]给出. 设计一个算法
给出一个时间投入安排,使得最后的平均绩点最高.
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解 我们只需要猜测每门课复习多少时间, 辅助状态变量为剩下多少小时, 因此若以
OPT[𝑖, 𝑡]表示在 𝑡小时内复习前 𝑖门课得到的最高累积绩点,那么

OPT[𝑖, 𝑡] = max
0≤𝑘≤𝑡

𝑓𝑖(𝑘) + OPT[𝑖 − 1, 𝑡 − 𝑘].

所需时间为 𝑂(𝑛𝐻2). ◻

问题 15 某人经营一家售卖汽车的公司. 在未来的 𝑛个月中,第 𝑖个月 (的月初)会收到
𝑑𝑖 辆车的订单. 一方面,每次进货需要花费 𝐾 的资金 (不论进多少辆);另一方面,有一个
能存储 𝑆 辆卡车的仓库,该仓库每个月存储一辆卡车需消耗资金 𝐶 . 问: 如何进货使得
订单都被满足,而且花费最少?

解 我们只需要猜测每个月月初需要订多少货. 用 OPT[𝑖, 𝑠]表示在第 ..𝑖个月满足所有
需求,剩余 𝑠辆车在仓库中的方案. 假设之前那个月的状态是 [𝑖, 𝑧],那么除了储存费用
𝐶𝑧之外,如果 𝑧 − 𝑑𝑖 < 𝑠,还需要进货费用 𝐾 . 所以,

OPT[𝑖, 𝑠] = min
⎧⎪
⎨
⎪⎩

OPT[𝑖 − 1, 𝑠 + 𝑑𝑖] + 𝐶(𝑠 + 𝑑𝑖) (如果 𝑠 + 𝑑𝑖 ≤ 𝑆),
min𝑧<min{𝑠+𝑑𝑖,𝑆} OPT[𝑖 − 1, 𝑧] + 𝑧𝐶 + 𝐾 (否则).

= min
⎧⎪
⎨
⎪⎩

OPT[𝑖 − 1, 𝑠 + 𝑑𝑖] + 𝐶(𝑠 + 𝑑𝑖) (如果 𝑠 + 𝑑𝑖 ≤ 𝑆),
OPT[𝑖 − 1, 0] + 𝐾 (否则).

以上第二个等式是因为 OPT[𝑖, 𝑧]对 𝑧是单调递增的,所以可以取 𝑧 = 0 (如果要重新订
货的话,剩下多出来的车也没必要花钱存储). 这样在 𝑂(𝑛𝑆)的时间内便得到答案. ◻

注 16 类似问题: 某人经营一家石油公司. 在未来的 𝑛个月中,第 𝑖个月 (的月初)会收到
𝑑𝑖 吨汽油的订单. 一方面,每次进货需要花费 𝐾 运费以及进汽油的费用 (进得越多则花
费越多);另一方面,有一个能存储 𝐿吨汽油的仓库,该仓库每个月存储每吨汽油需消耗
资金 𝐶 . 问: 如何进货使得订单都被满足,而且花费最少 (要求始末态仓库都是空的)? ♤

问题 17 考虑调度问题,但这次优化目标不同. 有 𝑛项任务,它们分别需要 𝑡𝑖 的时间完
成,而且有一个截止时间 ddl𝑖. 现在希望选择它们中的一部分并安排在互不重叠的时间
内完成之,目标函数为完成任务的数目.
(1) 证明: 存在一个最优解,选择出来的任务的调度顺序是按截止时间递增排列的.
(2) 设计算法完成优化.

解 对于 (1),我们在最优解的基础上要求最小化延迟最大的任务即可,通过标准的贪心
法论证 (见课本例 4.3的交换技巧)就得到结论.

利用 (1)的观察便可以容易地做出 (2). 先将任务按 ddl递增排序,再用 OPT[𝑖, 𝑑]表
示在 𝑑 之前安排前 𝑖个任务中的某些的最优解,则我们要猜测的是是否要安排第 𝑖个任
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务. 如果不安排,问题变为OPT[𝑖 − 1, 𝑑],否则变为OPT[𝑖 − 1, 𝑑 − 𝑡𝑖] + 1. 算法需要 𝑂(𝑛𝐷)
时间. ◻

问题 18 某人通过模型预测了 𝑛天内,加里敦大学的股价分别为 𝑝1, … , 𝑝𝑛. 假设预测准
确,他打算在这 𝑛天内买卖 𝑘轮 (𝑘需要优化): 挑选时间 1 ≤ 𝑏1 < 𝑠1 < ⋯ < 𝑏𝑘 < 𝑠𝑘 ≤ 𝑛,
分别在 𝑏𝑡时买入,在 𝑠𝑡时卖出相应股份. 求一个 𝑘和相应的交易时间安排,最大化收益

𝑘∑
𝑖=1

𝑝𝑠𝑖 − 𝑝𝑏𝑖 .

解 我们需要猜测的是最后一个套利交易是在哪个时间段发生的, 也就是说, 令
OPT[𝑚, 𝑑] 表示前 𝑑 天进行 𝑚 轮买卖操作的最大收益 (初始化时, 容不下 𝑚 轮的 𝑑
均对应 −∞),那么

OPT[𝑚, 𝑑] = max
1≤𝑖<𝑗≤𝑑

𝑄[𝑖, 𝑗] + OPT[𝑚 − 1, 𝑖 − 1].

这里 𝑄[𝑖, 𝑗]表示在 𝑖, 𝑗 之间买卖一次的最大收益. 问题化归为求解之. 这个预处理总之
可以在 poly(𝑛)的时间内做出来,不过仔细一点的话,注意

𝑄[𝑖, 𝑗] = max{𝑝𝑗 − 𝑝𝑖, 𝑄[𝑖 + 1, 𝑗], 𝑄[𝑖, 𝑗 − 1]},

则 𝑂(𝑛2)可以完成. 总之,需要 𝑂(𝑘𝑛2)的时间. ◻

问题 19 我们称字符串 𝑥′是 𝑥的重复,如果 𝑥′的一个前缀是 𝑥𝑥𝑥 ⋯ . 称字符串 𝑠是 𝑥, 𝑦
的交叠,如果 𝑠能划分成两个子序列,二者分别是 𝑥, 𝑦的重复. 某人在监听公海上两艘船
之间的通讯序列 𝑠,假设两艘船想要传送的信号都反复发送,他希望设计算法判断 𝑠是不
是某两个给定字符串 𝑥, 𝑦的交叠. 例如, 𝑠 = 100010101, 𝑥 = 101, 𝑦 = 00满足条件,因为 𝑠
的 1, 2, 5, 7, 8, 9位构成 101101,剩余位构成 000.

解 这和编辑距离有一些相像. 不妨设 |𝑥| = |𝑦| = |𝑠|,否则我们把 𝑥, 𝑦都不断重复加长
到和 𝑠一样长,只需要判断 𝑠是否位 𝑥, 𝑦的前缀的交叠就可以,不用考虑重复问题.
现在,若 𝑠[..𝑗]是 𝑥, 𝑦的交叠,那么 𝑠[𝑗]一定来自于 𝑥, 𝑦,去掉这个字符之后得到结构

完全一样的子问题 (针对 𝑠, 𝑥, 𝑦的前缀). 若令 DP[𝑖, 𝑗]表示 𝑠[..𝑖 + 𝑗]是否为 𝑥[..𝑖]和 𝑦[..𝑗]
的交叠,那么

DP[𝑖, 𝑗] = (DP[𝑖 − 1, 𝑗] ∧ 𝑥[𝑖 − 1] = 𝑠[𝑖 + 𝑗]) ∨ (DP[𝑖, 𝑗 − 1] ∧ 𝑦[𝑗 − 1] = 𝑠[𝑖 + 𝑗]).

递推时, DP[0, 0] = 1,以 𝑘 = 𝑖 + 𝑗 为最外层变量向外递推. ◻

问题 20 某股市大亨持有 𝑦 股的加里敦大学股票. 近期, 加里敦大学丑闻连连, 股价
大跌, 他希望将这些股票在 𝑛 天内全部抛售. 已知如果他不抛售, 则未来 𝑛 天股价为
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𝑝1, … , 𝑝𝑛. 然而,鉴于 𝑦很大,每抛售 𝑥股,股价就会下跌 𝑓(𝑥);下跌值会带来长期影响.
例如,如果第一天抛出 𝑦1 股,则收回 𝑦1(𝑝1 − 𝑓(𝑦1))的资金,而第二天抛出 𝑦2 股则收回
𝑦2(𝑝2 − 𝑓(𝑦1) − 𝑓(𝑦2)),等等. 设计算法找出一个最优的抛售方案,使得回笼资金最多.

解 仔细考察一下使用动态规划的条件可以发现子问题应该取后缀 (这样某日卖出股票
产生的损失在后面一直生效). 记 OPT[𝑖, 𝑘]表示 𝑖日及之后,卖出剩余 𝑘股的最大回笼资
金,则

OPT[𝑖, 𝑘] = min
𝑥≤𝑘

𝑝𝑖𝑥 − 𝑘𝑓(𝑥) + OPT[𝑖 + 1, 𝑘 − 𝑥].

注意我们在递推式中将卖出后每天的损失统一归入当天中,这样方便计算. 需要的时间
为 𝑂(𝑦2𝑛). 这是多项式时间的算法 (而不是伪多项式),因为 𝑓(⋅)的输入规模为 𝑂(𝑦). ◻

问题 21 在民主社会中,选区划分是一个非常重要的问题 (参看维基百科条目 “格里蝾
螈”和 [Ell21]中更数学的介绍). 事实证明,可以通过一些特别的方式划分选区来操纵选
举,从而使得选举结果有利于某个政党.
考虑如下简化模型. 有 𝑛个村落 𝑃1, … , 𝑃𝑛,每个地区都有 𝑚位选民. 已经通过民调

知道了每个村落中支持 C党和支持 K党的人数 (没有无党派人士). 我们希望把这 𝑛个村
落划分为两个选区,每边各有 𝑛/2个村落. 称这 𝑛个村落是 “可能被操纵的”,如果存在一
种划分方法,使得两个选取支持某一个党的选民数都占多数. 比方说,在 𝑛 = 4和如下民
调数据下

村落 1 2 3 4

C党支持率 55% 43% 60% 47%
K党支持率 45% 57% 40% 53%

我们可以把 1, 4和 2, 3分别划分为两个选区,这样尽管 C党的总支持率为 51.25%,并不
算明显,但在两个选区却都能获胜. 设计一个算法判断 C党是否可能出现选举操纵.

解 我们需要猜测每个村落的分配. 问题的解就是选区划分,这个方案的一个限制是需
要平衡两边选区的村落数,因此需要一个状态变量. 另外,为了判定 C党是否可能操纵选
举,还需要用到两个选区的支持率,所以考虑如下状态设计: DP[𝑖, 𝑝, 𝑥, 𝑦]表示前 𝑖个村落
中,把 𝑝个村落划给选区 1,使得 C党在选区 1中的支持人数为 𝑥,在选区 2中的支持人
数为 𝑦是否可能,所以

DP[𝑖 + 1, 𝑝, 𝑥, 𝑦] = {DP[𝑖, 𝑝 − 1, 𝑥 − 𝑧, 𝑦] ∨ DP[𝑖, 𝑝, 𝑥, 𝑦 − 𝑧].

这个表需要 𝑂(𝑛2𝑚2) 时间建立. 最后扫描整个表, 检查是否有 DP[𝑛, 𝑛/2, 𝑥, 𝑦] 使得
𝑥, 𝑦 ≥ 𝑚𝑛/4即可. ◻
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