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近似算法
算法设计与分析小班课

2022年 5月

注意: 以下内容主要是给课本作一些注解并补充习题,可能不能准确地代表课程内容和考核的方向,
也不能替代阅读课本、听课、完成作业题、做往年题等活动;其中的内容没有经过课程主管老师的审核,
也可能存在错误. 不过出现的所有错误都由作者本人负责.

近似算法是处理难解的问题策略之一,它是一个人们现在还了解地十分不清楚的领
域 (≈是一个重要的、活跃的研究话题). 在算法设计与分析课程中,我们主要是理解一些
简单的例子和想法.

1 设计与分析的策略
设计和分析近似算法的主要想法并不是直接求解问题,而是给问题的解找一个上界

或者下界,去近似这个界;上界和下界可能是从问题本身出发发现的,也可能和问题有一
定的联系,但已经不是问题本身了. 一些常见的方法是:
(1) 贪心法. 根据人们的日常想法,构造解的过程视为一个决策序列,借助排序或者其他
启发式方法进行近似. (课本上介绍的主要方法)

(2) 局部搜索. 和 “著名”课程 AI引论里的局部搜索讲的是一个意思——对于一个可行
解,看看其周遭的解是否更好,如果更好就移动过去. 有时候这个方法可以获得近似
保证.

(3) 基于线性规划的方法. 这主要是因为组合优化问题很多都可写成整数线性规划.
(a) 松弛法. 因为线性规划问题可以多项式时间求解,所以可以得到一个分数解,然
后改造成整数解 (LP Rounding).

(b) 对偶法. 利用对偶问题是原问题的上界或者下界设计算法并分析. (以下不提供
例子,参阅注 3)

(4) 随机化. (待随机算法部分补充)
(5) 归约. (但是归约不一定保证近似比,参看注 14)

另外,并不是所有的问题都能得到常数近似的算法. 非常数近似的算法并非不好——
特别是如果能够证明不能更好的话.
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1.1 贪心法 这部分是两个覆盖问题,所用到的贪心法会比课本稍微复杂一些. 以下
例子中我们会顺便练习一下 NP-完全性/难的证明.

问题 1 回忆子集覆盖问题: 给定 𝑈 = {𝑢1, … , 𝑢𝑛}的子集 𝑆1, … , 𝑆𝑚 ⊆ 𝑈 ,集合 𝑆𝑖 有最
小权 𝑤𝑖,求一个子集族 𝒮 ⊆ {𝑆1, … , 𝑆𝑚},使得 ⋃ 𝒮 = 𝑈 ,同时最小化 𝒮 中子集的权值
和. 其判定版本是问是否存在方案使得权值和 ≤ 𝑊 .
(1) 证明这个问题的判定版本是 NP-完全的.
(2) 设计一个近似算法并分析近似比.

解 (1)简单题,从顶点覆盖归约,对 𝐺(𝑉 , 𝐸)中每个边制造一个权值为 1的集合 {𝑣𝑖, 𝑣𝑗}
即可.

(2)想法: 能够尽可能多覆盖尚未覆盖元素的集合最有用.
算法:

(i) 初始化已经覆盖的元素集合 𝑅 ← ∅.
(ii) 选出一个集合 𝑆𝑖 最小化 𝑤𝑖

|𝑆𝑖⧵𝑅| ,每个 𝑆𝑖 ⧵ 𝑅中的元素消耗的 (均摊)权值代价视为
𝑤𝑖

|𝑆𝑖⧵𝑅| .
(iii) 𝑅 ← 𝑅 ∪ 𝑆𝑖,若 𝑅 = 𝑈 就结束,否则转 (ii).
分析: 每个元素消耗的权值代价和最优解的代价相差不大.

引理 2 设贪心算法在第 𝑘次迭代中选出了集合 𝑆ℓ,那么每个新覆盖的元素消耗的代价
不超过 OPT

𝑛−𝑘+1 . 这里 OPT是最优解的权值和.

证明 对于此时没有覆盖的元素 𝑈 ⧵ 𝑅,最优算法肯定能用不超过 OPT的权值和来覆盖
它们 (因为整个过程都只消耗了 OPT). 根据平均值原理,剩下每个元素消耗的权值代价
肯定有不超过 OPT

|𝑈⧵𝑆| ≤ OPT
𝑛−𝑘+1 的. 又因为算法选出的是平均代价最小的新元素,所以命题

成立. ◻

注意算法的性能就是每次选入的新元素平均代价和,所以

Greedy ≤ OPT (
1
𝑛 + ⋯ + 1

2 + 1) = 𝑂(log 𝑛) ⋅ OPT.

近似比是 log 𝑛. ◻

注 3 (1)可以证明 [Sla96],除非 P = NP,以上近似算法是几乎最优的.
(2)这个算法的设计、近似比和分析方法还可以从线性规划的对偶性中想出来,这是

一个系统的方法 (c.f. 前述方法 (3b)),可参考 [Vaz01,第 13章].
(3)用 LP Rounding的方法也可以得到另一个近似算法,方法类似于例题 13的 (2).♤

问题 4 带度量的 𝑘-聚类问题: 度量 𝑑(⋅, ⋅) (满足非负性、对称性和三角不等式)下有 𝑛个
点 𝑝1, … , 𝑝𝑛,希望找到 𝑘个中心点 𝑐1, … , 𝑐𝑘来尽可能最小化:

𝑟 = max
𝑝𝑖

min
𝑐𝑗

𝑑(𝑝𝑖, 𝑐𝑗).
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其判定版本是问是否存在方案使得 𝑟 ≤ 𝑟0.
(1) 证明这个问题的判定版本是 NP-完全的.
(2) 设计一个近似算法并分析近似比.

解 (1)选点 +覆盖点⟹支配集. 给定 𝐺(𝑉 , 𝐸)和支配集参数 𝐾 ,我们构造 𝑉 上的距
离函数如下:

𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

0 (𝑖 = 𝑗),
1 ({𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∈ 𝐸),
114514 ({𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∉ 𝐸).

显然这个距离函数是满足三角不等式的. 这时我们询问是否存在 𝑟 ≤ 1的 𝐾-聚类即可,
不难看出答案就对应支配集,这就完成了归约.

(2)想法: 对于距离目前的所有中心的最近距离最远的点 (最影响算法性能的点),赶
紧让它成为中心. 算法:
(i) 任取一个顶点 𝑐1 ∈ {𝑝1, … , 𝑝𝑛},计算结果 𝒞 ← {𝑐1}.
(ii) 找到一个点 𝑝 ∈ argmax𝑝𝑖 min𝑐∈𝒞 𝑑(𝑝𝑖, 𝑐),加入中心 𝒞 ← 𝒞 ∪ {𝑝}.
(iii) 重复 (ii)直到 |𝒞 | = 𝑘时算法停止.
分析: 这是一个 2-近似算法. 设最优解的距离为 OPT,贪心算法得到的解为 𝑟. 假设

𝑟 > 2OPT,那么有一个点 𝑥到全部中心点的距离都超过 2OPT.
我们断言这表明所有中心两两的距离都超过 2OPT. 首先,被选择的中心之间的距

离随着算法的进展是单调下降的. 其次, 𝑥没有被选为中心点 (否则距离为 0),这说明在
选择最后一个中心点 𝑐𝑘 的时候, 𝑐𝑘 到剩余中心点的距离比 𝑟的还大. 这就证明了断言.
于是全部的中心点和 𝑥合起来得到 𝑘 + 1个两两距离超过 2OPT的点. 根据抽屉原理,最
优解中这些点至少有一对被分配到同一个中心点,而且距离不超过 OPT,根据三角不等
式便导出了矛盾. ◻

1.2 局部搜索 局部搜索的例子是最大割.

问题 5 在 NP-完全性的讨论中我们已经知道最大割是一个困难的问题. 这里我们考虑
带权的最大割 (每条边 𝑒有权值 𝑤(𝑒)),请设计一个近似算法并分析近似比.

解 想法: 对于任何一个割 (𝑋, 𝑋),如果一个顶点从𝑋 (resp. 𝑋)转到𝑋 (resp. 𝑋)会导致
割的权值增加,我们就这样调整,直到陷入局部最优.

分析: 首先算法必然能结束,因为每次调整必然导致割的权值增加,但增加是有上界
的. 设最优解的值是 OPT,图中顶点的全体是 𝑉 ,则我们有

LocalSearch = 1
2

∑
𝑣∈𝑉

𝑒是割中边而且与 𝑣邻接

𝑤(𝑒)
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≥ 1
2

∑
𝑣∈𝑉

𝑒是和 𝑣邻接的边

1
2𝑤(𝑒) (不然的话 𝑣可以换边)

= 2
∑

𝑒∈𝐸 𝑤(𝑒)
4 (握手定理)

≥ 1
2OPT. (因为 OPT至多割掉所有的边)

因此近似比是 2. ◻

注 6 最大割问题有一个达到 0.878OPT 的近似算法, 用的是类似于 LP + 松弛的方
法 (但是 LP ⟶ 半定规划, 总之都是凸优化的一种, 相对易解). 但如果不承认额外
的复杂性假设的话, 目前只知道最好的算法性能大概在 [0.878OPT, 0.941OPT) 之间
——但如果承认, 则答案就是 0.878OPT. 对此有一个非常有意思的科普视频 https:
//www.youtube.com/watch?v=3sZOa17Uqms. ♤

1.3 LP方法 线性规划方法的好处是比较通用.
在线性规划部分中,我们知道许多组合优化问题都可以写成整数线性规划 (ILP)问

题. 另一方面,如果去掉整数的要求 (松弛),线性规划问题可以多项式时间求解. 通过以
合适的方法把分数解变成整数 (LP Rounding),可以得到原问题的近似解.

例 7 (顶点覆盖的近似算法) 对图 𝐺(𝑉 , 𝐸)的 (带权)顶点覆盖问题,顶点 𝑣𝑖 的权为 𝑤𝑖 ≥
0. 我们用变量 𝒙 = (𝑥𝑖)1≤𝑖≤|𝑉 |表示顶点的选择,那么问题可以写成:

min
𝒙

∑
𝑖

𝑤𝑖𝑥𝑖,

s.t. 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 ≥ 1 ∀{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∈ 𝐸,
𝑥𝑖 ∈ {0, 1} ∀𝑣𝑖 ∈ 𝑉 .

去掉最后一行 𝑥𝑖 为整数的要求, 先求解得到分数解 𝒙∗ ∈ ℝ|𝑉 |. 对于每个分量 𝑥∗
𝑖 , 若

𝑥∗
𝑖 ≥ 1

2 ,则我们将其改成 1,否则改成 0. 这样得到近似解 𝒙. 换言之,我们选择顶点集合
𝑆 = {𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ∶ 𝑥∗

𝑖 ≥ 1/2}.
首先这一定是一个顶点覆盖,因为 𝑥∗

𝑖 + 𝑥∗
𝑗 ≥ 1,所以必有一个 ≥ 1

2 ,这个顶点会被算
法选入. 注意我们得到的顶点覆盖的代价最多是 LP松弛解的两倍,而松弛解是实际最优
解的下界,所以近似比是 2. 具体地说,

OPT ≥
∑

𝑖
𝑤𝑖𝑥∗

𝑖 (LP ≤ ILP)

≥
∑
𝑣𝑖∈𝑆

𝑤𝑖(
1
2𝑥𝑖) (因为 𝑥𝑖 = 1当且仅当 𝑥∗

𝑖 ≥ 1
2)

= 1
2LPRounding. ♢
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以上是最简单的例子,在不同问题中, LP Rounding的方法不同.

2 近似算法的补充例题
在本课程中,主要还是用贪心法.

问题 8 装箱: 有 𝑛个重量分别为 𝑤1, … , 𝑤𝑛 ∈ ℤ≥1 的物品要装入一系列载重量为𝑊 的
卡车中,想要使用尽量少的卡车. 根据课本中的证明我们知道这个问题是困难的,请设计
一个常数近似算法并分析近似比.

解 算法: 直接按 𝑤1, 𝑤2, … 的顺序装车,一旦装不下了,就用新的一辆卡车,装完为止.
分析: 关键想法是,对于两辆前后被装满的车,里面的货物重量一定超过了𝑊 . 设想

我们在有必要时多用一辆空车,使得最终用掉的卡车数目是偶数 2𝑚. 那么 𝑚𝑊 <
∑

𝑖 𝑤𝑖.
另一方面,任何的解都至少需要

∑
𝑖 𝑤𝑖

𝑊 辆车,因此

OPT ≥
∑

𝑖 𝑤𝑖
𝑊 > 𝑚 = 1

2Greedy,

即近似比是 2. 注意这个问题排序是没有用的,我们只需要把每个物品的重量设为 𝑊
2 + 𝜀

即可,同时这还是 2-近似比的紧实例. ◻

问题 9 无度量的聚类问题变种: 给一个集合 𝑃 = {𝑝1, … , 𝑝𝑛},两两之间有距离 𝑑(⋅, ⋅),此
“距离”只满足非负性和对称性. 再给定实数 Δ ≥ 0, 希望找出一个尽可能小的代表集
𝑃 ′ ⊆ 𝑃 ,使得对任何 𝑝 ∈ 𝑃 都存在 𝑝′ ∈ 𝑃 ′ 使得 𝑑(𝑝, 𝑝′) ≤ Δ. 问题的判定版本是问是否
存在大小不超过 𝑘的代表集.
(1) 证明这个问题的判定版本是 NP-完全的.
(2) 设计一个 log 𝑛-近似算法并分析近似比.

解 这问题其实就是子集覆盖——对每个 𝑝𝑖,定义 𝑆𝑖 = {𝑝𝑗 ∶ Δ(𝑝𝑖, 𝑝𝑗) ≤ Δ}. 因此剩下的
工作重复子集覆盖的设计和分析就可以. ◻

问题 10 给定正整数的集合 𝑆 = {𝑎1, … , 𝑎𝑛}和正整数 𝐵,考虑如下优化问题:

max
𝑆′⊆𝑆

∑
𝑎∈𝑆′

𝑎 s.t.
∑
𝑎∈𝑆′

𝑎 ≤ 𝐵.

问题的判定版本是问是否存在∑
𝑎∈𝑆′ ≥ 𝐵0的解.

(1) 证明这个问题的判定版本是 NP-完全的.
(2) 设计一个常数近似算法并分析近似比.

解 这是背包问题的一个简化版,可以模仿处理.
(1)从子集和归约,取 𝐵0 = 𝐵即可.
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(2) 我们依次考察 𝑎1, … , 𝑎𝑛, 令 𝑗∗ = max1≤𝑗≤𝑛 {
∑𝑗

𝑖=1 𝑎𝑗 ≤ 𝐵} + 1, 并返回集合
{𝑎1, … , 𝑎𝑗∗−1} 和 {𝑎𝑗∗} 中求和大的那一个. 根据 𝑗∗ 的构造我们知道 max{𝑎1 + ⋯ +
𝑎𝑗∗−1, 𝑎𝑗∗} ≥ 𝐵

2 ,而 𝐵是最优解的上界,所以近似比是 2. (也可使用背包问题的 FPTAS.)◻

问题 11 设 𝑉 为图 𝐺的顶点集,可以证明 [Hås96],以不超过 |𝑉 |1−𝜀 的近似比求解最大
独立集问题是不太可能的. 考虑如下简单贪心算法: 每次都选择图中度最小的顶点加到
解中,然后删除这个点及其邻居,重复直到图中没有顶点为止. 证明这是一个 (Δ + 1)-近
似算法,这里 Δ是图中顶点的最大度.

证明 一方面,最优解 OPT ≤ |𝑉 |. 另一方面,若把近似解记为 𝑆,那么最多删掉了 Δ|𝑆|
个点,于是

OPT ≤ |𝑉 | ≤ (1 + Δ)|𝑆|,

即得到 (Δ + 1)-近似. ◻

注 12 类似问题: 考虑在一个 𝑛 × 𝑛上的网格图上求最大独立集,假设每个顶点都有一个
正整数作为点权而且互不相同,请设计一个 4-近似算法计算出一个最大权独立集. ♤

问题 13 考虑 HittingSet问题的优化版本: 给定 𝐴 = {𝑎1, … , 𝑎𝑛}, 𝑎𝑖有权值 𝑤𝑖. 再设子集
族 𝐵1, … , 𝐵𝑚 ⊆ 𝐴,求权值和最小的集合𝐻 ⊆ 𝐴,使得对每个 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚都有𝐻 ∩ 𝐵𝑖 ≠ ∅.
(1) 设计一个 log 𝑛-近似算法并分析近似比.
(2) 令 𝑏 = max𝑖 |𝐵𝑖|,设计一个 𝑏-近似算法并分析近似比.

解 (1) HittingSet和子集覆盖其实是互为对偶的问题,这里我们建立二者可行解的一一
对应. 对于 𝐴和子集族ℬ = {𝐵1, … , 𝐵𝑚},对每个 𝑥 ∈ 𝐴构造集合 𝑆𝑥 = {𝐵𝑖 ∈ ℬ ∶ 𝑥 ∈
𝐵𝑖},其权值和 𝑥一样. 然后考虑子集覆盖问题 (ℬ, {𝑆𝑥}𝑥∈𝐴). 此时,我们把 hitting set 𝐻
转换为 𝐶 = {𝑆𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝐻},则 𝐶 是ℬ 的相同大小的子集覆盖,反之亦然. 所以可以用求
解子集覆盖的 log 𝑛-近似比算法来求解 HittingSet,而 (2)中的方法也可以得到子集覆盖
的新近似算法.

(2)使用 LP Rounding的方法,用 𝑥𝑖表示是否选择 𝑎𝑖,则线性规划为

min
𝒙

∑
𝑖

𝑤𝑖𝑥𝑖,

s.t.
∑

𝑖∶𝑎𝑖∈𝐵𝑗

𝑥𝑖 ≥ 1 ∀𝐵𝑗 ∈ ℬ,

𝑥𝑖 ∈ {0, 1} ∀𝑎𝑖 ∈ 𝐴.

先求解得到分数解 𝒙∗ ∈ ℝ|𝐴|. 如何进行 rounding? 如果将 𝑥∗
𝑖 理解为选中频率的话,那么

1/𝑏是一个形象的阈值,当然从 rounding之后还要满足约束也可以想到这一点. 故可以取
𝐻 = {𝑎𝑖 ∶ 𝑥∗

𝑖 ≥ 1/𝑏}. 这样,因为 𝑥∗
𝑖 满足第一条约束,而每个集合至多有 𝑏个元素,所以

对每个 𝐵𝑗 ,一定存在某个 𝑥∗
𝑖 ≥ 1/𝑏,得到的近似解一定是 hitting set. 现在仿照顶点覆盖的
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方法,我们得到的顶点覆盖的代价最多是 LP松弛解的 𝑏倍,而松弛解是实际最优解的下
界,所以近似比是 𝑏. 具体地说,

OPT ≥
∑

𝑖
𝑤𝑖𝑥∗

𝑖 (LP ≤ ILP)

≥
∑

𝑎𝑖∈𝐻
𝑤𝑖 (

1
𝑏𝑥𝑖) (因为 𝑥𝑖 = 1当且仅当 𝑥∗

𝑖 ≥ 1
𝑏)

= 1
𝑏 ⋅ LPRounding. ◻

注 14 上题的 (1)是基于归约构造近似算法. 但并不是说能够归约就能保证近似比. 比
如说我们可以把独立集归约到顶点覆盖,因为独立集的补是顶点覆盖. 但是顶点覆盖的
2-近似算法不能拿来求解独立集问题——假设某个最小顶点覆盖是 |𝑉 |/2大小,而近似算
法得到了 |𝑉 |,那么取补将得到 0个顶点的独立集,这是平凡的. ♤

问题 15 分快慢的多机调度问题: 假设你有 𝑚台一模一样的服务器和 𝑘台一模一样的
树莓派. 有 𝑛个任务,每个任务 𝑖在服务器上需要处理 1

2 𝑡𝑖分钟,而在树莓派上需要处理 𝑡𝑖
分钟 (每个任务只能选一台机器处理,不能中途换上换下). 请设计一个常数近似算法来
调度这些任务,使得最后全部完成的时间最短.

解 让我们来假想所有的机器都是树莓派,然后运行课本上的带排序的多机调度算法,
我们得到一个 (相对于树莓派的) 3

2 -近似. 但是最优解可能比较好地运用了服务器,但最
优解最多缩小两倍,所以算法是一个 3-近似. (可以试试用不排序的那个算法来做这个问
题,最后仍然会得到 3-近似的结果.) ◻

问题 16 子集划分: 设有正整数集合 𝑊 = {𝑤1, … , 𝑤𝑛}, 希望将它们划分为 𝑚 个集合
𝑊1, … , 𝑊𝑚,使得

𝑆 = min
1≤𝑗≤𝑚

∑
𝑤𝑖∈𝑊𝑗

𝑤𝑖

尽可能大. 假设 𝑊 中没有特别大的元素, max𝑖 𝑤𝑖 ≤
∑

𝑖 𝑤𝑖
2𝑚 ,设计一个常数近似算法并分

析近似比.

解 按顺序看 𝑊 中元素,把每个元素添加到当前求和最小的集合中 (如果有多个最小,
就随便选择一个).
分析: 一方面,最优解满足 OPT ≤

∑
𝑖 𝑤𝑖
𝑚 . 另一方面,注意我们总是尽量均匀地分布

元素,可以断言最后 𝑆 ≥
∑

𝑖 𝑤𝑖
2𝑚 . 如果不然,不妨设𝑊1 是贪心解中元素求和最小的集合,

其和严格地小于
∑

𝑖 𝑤𝑖
2𝑚 ,由于𝑊 中的元素都不太大,我们根据算法的选择证明,如果是这

样所有的元素和起来会太小. 用 𝑉𝑖表示算法结束之后𝑊𝑖中所有元素的求和.
事实上,任意考虑一个集合𝑊𝑖 (𝑗 ≠ 𝑖),假设最后一次往其中添加元素是添加了元素
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𝑤ℓ,那么此时 𝑗 的求和 𝑉 ′
𝑗 是不小于 𝑖的求和 𝑉 ′

𝑖 的,这说明

𝑉𝑖 = 𝑉 ′
𝑖 + 𝑤ℓ ≤ 𝑉 ′

𝑗 + 𝑤ℓ ≤ 𝑉𝑗 + 𝑤ℓ ≤ 𝑉𝑗 +
∑

𝑖 𝑤𝑖
2𝑚 .

于是,

∑
𝑘

𝑉𝑘 ≤ 𝑉𝑗 + (𝑚 − 1) (𝑉𝑗 +
∑

𝑖 𝑤𝑖
2𝑚 ) < 𝑚 ×

∑
𝑖 𝑤𝑖

2𝑚 + 𝑚 − 1
2𝑚

∑
𝑖 𝑤𝑖

2𝑚 <
∑

𝑖
𝑤𝑖,

矛盾. 因此 𝑆 ≥
∑

𝑖 𝑤𝑖
2𝑚 ,这说明上面的算法是一个 2-近似. ◻

问题 17 在上面的子集划分问题中取 𝑚 = 2,划分为两个集合 𝐴, 𝐵,要求最小化

𝑆 = max
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑤𝑖∈𝐴

𝑤𝑖,
∑

𝑤𝑖∈𝐵
𝑤𝑖

⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

但不对元素的权值作任何假设,设计尽可能好的近似算法.

解 无妨设 𝑤1 ≥ ⋯ ≥ 𝑤𝑛,按照这个顺序处理,每次都把当前考虑的数 𝑤𝑖分配给此时集
合中总和小的那个.
设 𝐴是总和较大的那个集合,最后加入 𝐴的数是 𝑤𝑖. 如果 |𝐴| = 1,则必有 𝑖 = 1,否

则 𝐴中至少有 2个数. 因为 OPT ≥ max𝑖 𝑤𝑖,所以此时算法一定得到最优解. 如果不是,
则 𝑖 ≥ 3,由输入顺序知道 𝑤𝑖 ≤ 𝑤3,所以 OPT ≥ 2𝑤𝑖. 另一方面,因为因为 𝑤𝑖被算法分配
给 𝐴时, 𝐴中数之和更小,而分配结束之后 𝐴中数之和就更大,所以分配到 𝑤𝑖 结束后的
瞬间两个集合求和都不超过 1

2 (𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑖−1) + 𝑤𝑖,从而

Greedy ≤ 1
2 (

∑
𝑘

𝑤𝑘 − 𝑤𝑖)
+ 𝑤𝑖 ≤ OPT + 1

2 × 1
2OPT.

第二个不等式是因为 OPT ≥ max{2𝑤𝑖, 1
2
∑

𝑖 𝑤𝑖}. 因此近似比是 1.25.
实际上, 可以用背包问题的 FPTAS 算法证明该问题是完全可近似的. 假设每件

物品的价值为 𝑣𝑖 = 𝑤𝑖, 重量是 𝑤𝑖, 背包总重不能超过 ⌊
∑

𝑖 𝑤𝑖
2 ⌋, 则背包问题要求出

max𝐴⊆𝑊 ,
∑

𝑤𝑖∈𝐴 𝑤𝑖≤⌊
∑

𝑖 𝑤𝑖
2 ⌋

∑
𝑤𝑖∈𝐴 𝑤𝑖,这刚好使得

∑
𝑤𝑖∈𝐵 𝑤𝑖 = 𝑆,且让 𝑆尽可能小,和题给

问题完全等价. 所以可以用 𝑂(𝑛3/𝜀0)时间求出原问题的 (1 + 𝜀)-近似,其中

𝜀 =
∑

𝑖 𝑤𝑖 −
∑

𝑤𝑖∈𝐴 𝑤𝑖∑
𝑖 𝑤𝑖 −

∑
𝑤𝑖∈𝐴∗ 𝑤𝑖

− 1 = 1 + 𝜀0 − 1∑
𝑖 𝑤𝑖∑

𝑤𝑖∈𝐴 𝑤𝑖
− 1 − 𝜀0

≤ 𝜀0
1 − 𝜀0

≤ 𝜀0,

式中 𝐴∗为背包问题的最优解. 第一个等号是依据背包问题的近似比,第二个不等号来源
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于∑
𝑤𝑖∈𝐴 𝑤𝑖 ≤ ⌊

∑
𝑖 𝑤𝑖
2 ⌋. (思考前一个问题是否可以用 𝑚 = 2时的办法来改进近似比或者

去掉对权值的假设.) ◻

问题 18 三维匹配问题: 给定元素个数相同的有限集 𝑋, 𝑌 , 𝑍 和 𝑇 = 𝑋 × 𝑌 × 𝑍. 称集合
𝑀 ⊆ 𝑇 是一个三维的匹配,如果每个 𝑋 ∪ 𝑌 ∪ 𝑍 中的元素至多在 𝑇 的元组中出现一次.
设计一个常数近似的算法来获得尽可能大的𝑀 . (之前我们已经看到过,这个问题的判定
版本是 NP完全的 [KT06, §8.6节].)

解 按任意的顺序看 𝑇 中元素,如果该元组和当前得到的匹配无冲突,就放到匹配中,否
则丢弃,看完为止.

分析: 设最优解是𝑀∗,我们通过以下对应算法来分析𝑀∗ 和算法得到的𝑀 的大小
关系: 计数器初始化为 0,然后逐个考察𝑀∗ 中选入的元组 (𝑥, 𝑦, 𝑧),如果它和𝑀 中某个
元组 (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′)有分量的交集,计数器就 +1,同时把𝑀∗中和 (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′)有分量交叉的元
组去掉. 一方面,每次考察的时候都会 +1,否则的话可以把 (𝑥, 𝑦, 𝑧)加到𝑀 中,这和贪心
算法的过程矛盾. 另一方面,每次扔掉的元素个数不会超过 3个——因为𝑀∗ 是匹配. 综
上所述,最后计数器的值至少是 |𝑀∗|/3,这说明贪心算法是一个 3-近似算法. 这可以推
广到 𝑘-维匹配得到 𝑘-近似. ◻

问题 19 考虑背包问题的另一个 “近似”版本. 假设物品的重量和价值分别为 𝑤1, … , 𝑤𝑛
和 𝑣1, … , 𝑣𝑛, 背包的重量限制是 𝑊 . 给定 𝑉 , 条件保证存在一个子集 𝑂 ⊆ [𝑛] 使得∑

𝑖∈𝑂 𝑤𝑖 ≤ 𝑊 ,
∑

𝑖∈𝑂 𝑣𝑖 = 𝑉 (但算法不知道 𝑂具体为何). 请设计一个多项式时间的算法
算出一个物品集合 𝐴 ⊆ [𝑛]使得∑

𝑖∈𝐴 𝑤𝑖 ≤ (1 + 𝜀)𝑊 ,∑𝑖∈𝐴 𝑣𝑖 ≥ 𝑉 .

解 为了利用动态规划算法,我们以 𝜀𝑊
𝑛 为精度离散化物品的重量——把所有的 𝑤𝑖向下

舍入到距离其最近的 𝜀𝑊
𝑛 的整数倍,然后把它们和𝑊 都乘以 𝑛

𝜀𝑊 . 这时可以用动态规划
算法在多项式时间 (𝑂(𝑛3/𝜀))求出背包问题的近似解——根据条件它的价值一定不低于
𝑉 . 另一方面,这个近似解的每个物品可能比原来设想的重 𝜀𝑊

𝑛 ,所以最多超出 𝜀𝑊 的限
制,满足题目要求. ◻

问题 20 (**) 你的网站有 𝑛位客户 (集合 𝑈 )需要经常访问. 服务器可以架设在 𝑚个可
能的地点 (集合 𝑉 ),放在地点 𝑠需要费用 𝑓𝑠 ≥ 0. 用户 𝑢访问地点 𝑠的服务器的成本是
𝑑𝑢𝑠 ≥ 0,每位用户会选择和它最近 (费用最小)的服务器. 我们希望选择一些地点 𝑆 ⊆ 𝑉 ,
尽可能最大化社会福利,就是使 ∑

𝑠∈𝑆
𝑓(𝑠) +

∑
𝑢

min
𝑠∈𝑆

𝑑𝑢𝑠

尽可能小. 问题的判定版本是问是否存在总费用不超过 𝑘的布置服务器的方案.
(1) 证明这个问题的判定版本是 NP-完全的.
(2) 利用子集覆盖的近似算法的想法,设计一个 log 𝑛-近似算法并分析近似比.
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解 (1)这个问题是子集覆盖的推广. 给定子集覆盖问题𝑈 = {𝑢1, … , 𝑢𝑛}, 𝑆1, … , 𝑆𝑚 ⊆ 𝑈
和参数 𝑘′,我们建立 𝑚个服务器,每个服务器的布置费用都是 1;对每个 𝑢𝑖,它到服务器
𝑆𝑗 的距离为∞ ⋅ 1{𝑢𝑖∈𝑆𝑗},新问题的判定参数为 𝑘 = 𝑘′ + 𝑛,这就完成了归约.

(2)同样,我们希望用架设好服务器之后,相对于它服务的每个用户的平均费用作为
贪心法的启发式函数1. 即若设 𝑈𝑠 是 𝑠服务的用户,那么希望 𝑓𝑠+

∑
𝑢∈𝑈𝑠 𝑑𝑢𝑠

|𝑈𝑠| 尽可能小. 首
先,我们逐个观察还没有被分配服务器的用户集合 𝑈 ⧵ 𝑅中的用户,看看增加一个新服
务器能否减少他/她的平均费用,如果不能的话就让他/她用旧的费用最低的服务器,否则
就计算出一个最佳的 𝑠和 𝑈𝑠 ⊆ 𝑈 ⧵ 𝑅,使得其最小化 𝑓𝑠+

∑
𝑢∈𝑈𝑠 𝑑𝑢𝑠

|𝑈𝑠| 并让这些人用新的服务
器. 具体算法如下:
(i) 初始化已经考虑的用户集合 𝑅 ← ∅,布置服务器的位置集合 𝑆 ← ∅.
(ii) 计算 𝑐 = min𝑢∈𝑈⧵𝑅,𝑠∈𝑆 𝑑𝑢𝑠,并获得 𝑢, 𝑆 (无解则视为∞).
(iii) 求解优化问题

(2.1) min
𝑠∈𝑉 ⧵𝑆,𝑈𝑠⊆𝑈⧵𝑅

𝑓𝑠 +
∑

𝑢∈𝑈𝑠
𝑑𝑢𝑠

|𝑈𝑠|

获得 𝑠, 𝑈𝑠和最优解的值 𝑐′. (贪心法: 可以在 𝑂(|𝑉 ||𝑈| log |𝑈|)时间内完成,对每个
𝑠 ∈ 𝑉 ⧵ 𝑆,把 𝑈 ⧵ 𝑅中元素按 𝑑𝑢𝑠 从小到大排序然后逐个加入,选 𝑂(|𝑈|)个可行解
中最大的. 正确性证明可以用交换法.)

(iv) 若 𝑐 ≤ 𝑐′,令 𝑅 ← 𝑅 ∪ 𝑈𝑠, 𝑆 ← 𝑆 ∪ {𝑠},每个用户 𝑢 ∈ 𝑈𝑠的均摊代价都记为 𝑐𝑢 = 𝑐′.
(v) 否则令 𝑅 ← 𝑅 ∪ {𝑢},用户 𝑢的均摊代价记为 𝑐𝑢 = 𝑐.
(vi) 若 𝑅 = 𝑈 就结束,否则转 (ii).
分析: 首先我们注意,算法确保 𝑢 ∈ 𝑈𝑠 时, 𝑢就会选择服务器 𝑠. 因此贪心算法的解

的费用确实就是∑
𝑢∈𝑈 𝑐𝑢. 设最优解选出的布置点集合是 𝑇 ∗,且对 𝑠 ∈ 𝑇 ∗,它服务的用

户集合是 𝑈 ∗
𝑠 ,那么类似引理 2我们有

(2.2)
∑

𝑢∈𝑈∗
𝑠

𝑐𝑢 ≤ (1 + 1
2 + ⋯ + 1

𝑛)
⎛
⎜
⎜
⎝
𝑓𝑠 +

∑
𝑢∈𝑈∗

𝑠

𝑑𝑢𝑠
⎞
⎟
⎟
⎠⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵

≝𝐶

.

上式的证明: 固定 𝑠,按照贪心算法覆盖 𝑈 ∗
𝑠 中用户的顺序将它们排成一列 𝑢1, … , 𝑢𝑑 ,考

虑 𝑢𝑖被覆盖时:
⊳ 若 𝑠不在 𝑇 中 此时贪心算法会在式 (2.1)中考虑 𝑠,因为它总是选用均摊代价最小

的服务器,所以 𝑐𝑢𝑖 作为式 (2.1)的最优解,其值一定小于取 𝑠, 𝑈 ∗
𝑠 ∩ (𝑈 ⧵ 𝑅)的均摊

代价,也就是
𝑐𝑢𝑖 ≤ 𝐶

|𝑈 ∗
𝑠 | − 𝑖 + 1 (分子放大到 𝐶).

1如果用对偶法的话可以更清楚地看到这个算法及其分析是怎么来的.
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⊳ 若 𝑠已经在 𝑇 中 此时贪心算法会在 (ii)中考虑 𝑑𝑢𝑖,𝑠 (但不考虑式 (2.1)),因此使用上
界 𝑐𝑢𝑖 ≤ 𝑑𝑢𝑖,𝑠.

因为 𝑠加入 𝑇 后就一直不会被删除,所以可假设在第 𝑢ℓ (不含)之后 𝑠 ∈ 𝑇 ,则有
∑

𝑢∈𝑈∗
𝑠

𝑐𝑢 ≤ 𝐶 (
1

|𝑈 ∗
𝑠 | + ⋯ + 1

|𝑈 ∗
𝑠 | − ℓ + 1) +

∑
ℓ<𝑖≤𝑑

𝑑𝑢𝑖,𝑠

≤ 𝐶 (
1

|𝑈 ∗
𝑠 | + ⋯ + 1

|𝑈 ∗
𝑠 | − ℓ + 1) + 1{ℓ≠𝑑}𝐶

⎛
⎜
⎜
⎝
ℓ ≠ 𝑑 时用

∑
ℓ<𝑖≤𝑑

𝑑𝑢𝑖,𝑠 ≤ 𝐶
⎞
⎟
⎟
⎠

≤ 𝐶 (1 + 1
2 + ⋯ + 1

𝑛) . (|𝑈 ∗
𝑠 |放大到 𝑛)

这就证明了式 (2.2). 利用这一式子,我们立刻就有

OPT =
∑
𝑠∈𝑇 ∗

⎛
⎜
⎜
⎝
𝑓𝑠 +

∑
𝑢∈𝑈∗

𝑠

𝑑𝑢𝑠
⎞
⎟
⎟
⎠

≥
∑
𝑠∈𝑇 ∗

(1 + 1
2 + ⋯ + 1

𝑛)
−1 ∑

𝑢∈𝑈∗
𝑠

𝑐𝑢 (式 (2.2))

≥ 1
log 𝑛 + 1

∑
𝑠∈𝑇 ∗

∑
𝑢∈𝑈∗

𝑠

𝑐𝑢 = 1
log 𝑛 + 1Greedy. (因为最优解服务了所有用户)

即贪心算法的近似比是 log 𝑛. ◻
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