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平摊分析
算法设计与分析小班课

2022年 4月

注意: 以下内容主要是给课本作一些注解并补充习题,可能不能准确地代表课程内容和考核的方向,
也不能替代阅读课本、听课、完成作业题、做往年题等活动;其中的内容没有经过课程主管老师的审核,
也可能存在错误. 不过出现的所有错误都由作者本人负责.

1 三种方法
平摊分析考虑的是一段操作在最坏情况下的时间复杂度,它在这段操作中设法给每

个操作赋予平摊代价,使得这些代价都比较小. 三种方法中的第一种就是直接求和算一
下平均值. 第二种和第三种是同一个思想的一体两面——多退少补,比如消耗时间高的操
作出现之前一定有许多较快的操作,所以可以把这些时间消耗分配到其他操作上. 在记
账法中,我们直接对每个操作赋予平摊代价;而在势能法中,平摊代价等于势能变化加上
实际代价,势能下降用来补偿较慢的操作. 前者是局部的,后者是全局的,但总体是类似
的. 使用不同的分析方法可能导出不同的平摊代价,即分析结果不唯一.

以下是一些简单的问题,一般来说使用任何一种平摊分析方法都是可以的.

1.1 聚集法
问题 1 设对某个数据结构的一段操作序列中,第 𝑖个操作的情况为: 若 𝑖 = 2𝑘,操作代价
为 𝑖,否则操作代价为 1. 用聚集法给出平摊分析.

解 直接计算:
𝑛∑

𝑖=1
𝑐𝑖 ≤ (21 + 22 + ⋯ + 2⌈log2 𝑛⌉) + 𝑛 = 𝑂(𝑛),

所以平摊复杂度为 𝑂(1). ◻

问题 2 假设在基础的栈的操作中增加一个操作 MULTIPUSH,每次可以推入任意 𝑘个元
素,请问平摊复杂度是否还是 𝑂(1)?

解 考察之前的证明过程可以发现此情况下已经无法如此论证. 事实上,只要每次推入
𝑘个再弹出 𝑘个元素,则平摊复杂度为 Ω(𝑘). ◻
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1.2 记账法
问题 3 假设一个栈的最大元素个数为 𝑘. 在 PUSH, POP, MULTIPOP的基础上,我们每进
行 𝑘次操作后都对栈中全部元素复制一次. 请用记账法进行平摊分析.

解 有两个高代价的操作: 多次弹出和复制. 这两个操作的代价都取决于栈中有多少元
素,因此要摊到推入中去;不过注意到一个元素或者要被复制,或者要被MULTIPOP,所以
仍然可以令 PUSH的代价为 2,多出来的部分留给两个高代价的操作. 因为复制最多 𝑘个
元素而且间隔 𝑘次操作,所以记账法中无欠款,所以平摊复杂度为 𝑂(1). ◻

问题 4 设对某个数据结构的一段操作序列中,第 𝑖个操作的情况为: 若 𝑖 = 2𝑘,操作代价
为 𝑖,否则操作代价为 1. 用记账法给出平摊分析.

解 我们给每个操作赋予 3的平摊代价. 归纳地证明在前 2𝑖 个操作结束后,账面非负.
归纳步: 由于 2𝑖之后, 2𝑖+1之前的 2𝑖 − 1个操作累计多出 2(2𝑖 − 1),这在 2𝑖+1次操作后,收
入 3,支出 2𝑖+1,得到净值为 1,因此平摊复杂度为 𝑂(1). ◻

问题 5 假设我们希望不仅能使一个计数器增值,也能使之复位至零. 请说明如何将计
数器实现为一个位数组, 使得对一个初始为零的计数器, 任一包含 𝑛 个 INCREMENT 和
RESET操作的序列的时间为 𝑂(𝑛). 设计这样的计数器并用记账法分析.

解 为了降低 RESET的开销,需要增加一个 𝑓𝑙𝑎𝑔 变量指明现在的最高位 (初始化为 0),
RESET时从那里开始置 0即可.

算法 1 INCREMENT
1: 𝑖 ← 0
2: while 𝑎[𝑖] == 1 and 𝑖 < ℓ(𝑎) do
3: 𝑎[𝑖] ←
4: 𝑖 ← 𝑖 + 1
5: 𝑓𝑙𝑎𝑔 ← max(𝑖, 𝑓 𝑙𝑎𝑔)
6: end while
7: if 𝑖 < ℓ(𝑎) then
8: 𝑎[𝑖] ← 1
9: 𝑓𝑙𝑎𝑔 ← max(𝑖, 𝑓 𝑙𝑎𝑔)

10: end if

算法 2 RESET
1: for 𝑖 ← 0 to 𝑓𝑙𝑎𝑔 do
2: 𝑎[𝑖] ← 0
3: end for
4: 𝑓𝑙𝑎𝑔 ← 0

每次将 0设为 1都赋予 3的平摊代价,其中额外的部分备以抵消被置 0的代价 (进
位和 RESET两部分). 每次 INCREMENT的代价最多为 3. 另外每次调整 𝑓𝑙𝑎𝑔 都赋予 2的
平摊代价, 支付修改代价并备以抵消 RESET 时重设它的代价, 不论是 INCREMENT 还是
RESET每次也在这上面至多消耗 2. 因此 𝑛步总开销 𝑂(𝑛). ◻

1.3 势能法 势能法可较好地给出数据结构中不同操作的分析——特别是它们的平摊
代价并非常数的时候,这样可能要涉及到对数据结构状态的分析. 选定势函数可以用凑
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的方法. 大体上说,势函数需要保证在数据结构即将发生大开销操作时充分大 (操作前后
的势降恰好能补充开销为宜),同时恒非负,主要是确保那些临界状态的值可行.

问题 6 设对某个数据结构的一段操作序列中,第 𝑖个操作的情况为: 若 𝑖 = 2𝑘,操作代价
为 𝑖,否则操作代价为 1. 用势能法给出平摊分析.

解 这使用势能法没有前面的方法直接,我们可以从记账法中导出下面的势能函数: 如
果 𝑖 = 2𝑘,则令 Φ(𝐷𝑖) = 𝑘 + 3,否则取 Φ(𝐷𝑖) = Φ(𝐷2⌊log2 𝑖⌋) + 2(𝑖 − 2⌊log2 𝑖⌋). 则

Φ(𝐷𝑖) − Φ(𝐷𝑖−1) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑘 + 3 − (𝑘 − 1 + 3) − 2(2𝑘 − 1 − 2𝑘−1) = 3 − 2𝑘 (𝑖 = 2𝑘),
2 (否则).

因此两类操作的均摊复杂度均为 3 = 𝑂(1). ◻

问题 7 考虑一个使用二叉树结构实现的最小堆, 它支持 INSERT和 EXTRACTMIN (取出
并删除根结点元素)两个操作, 二者的最坏时间复杂度均为 𝑂(log 𝑛). 给出一个使用势
能法的平摊分析,使得 INSERT操作的平摊代价为 𝑂(log 𝑛) (𝑛为当前堆中元素个数),而
EXTRACTMIN的平摊代价为 𝑂(1).

解 考虑非负势能函数 𝐶𝑛 log 𝑛, 其中 𝐶 为 EXTRACTMIN 最坏情况下复杂度之前的
常数, 𝑛 为当前堆中元素个数, 那么插入的平摊代价为 𝑂(log 𝑛) + (𝑛 + 1) log(𝑛 + 1) −
𝑛 log 𝑛 = 𝑂(log 𝑛) + 𝑛 log(1 + 1/𝑛) = 𝑂(log 𝑛); 而取最小时堆变小, 所以平摊代价为
𝐶 log 𝑛 − 𝐶 log(𝑛 + 1) − 𝑛 log(1 + 1/𝑛) = (𝑛 − 𝐶) log(1 + 1/𝑛) = 𝑂(1). ◻

问题 8 说明如何用两个普通的栈来实现一个队列,使得 ENQUEUE和 DEQUEUE操作的
平摊代价都为 𝑂(1).

解 将两个栈编号为 1和 2. 进队操作: 直接将元素推入 1中. 出队操作: 如果 2不是空
的,就从 2中弹出一个元素,否则把整个 1中的元素逐个弹出再推入 2中,再从 2中弹出
一个元素.

定义势函数为栈 1中的元素个数的两倍. 则它是一个非负函数.
⊳ 进队 平摊代价为 1 + 2 = 3.
⊳ 出队 如果 2是空的,则平摊代价为 1. 设栈 1中的元素个数为 𝑛,实际代价为 2𝑛 + 1,

势函数变化为 −2𝑛,所以平摊代价为 1. ◻

问题 9 请设计数据结构来维护一组 𝑛个不同整数的集合 𝑆,要求支持以下两种操作:
(i) INSERT(𝑥, 𝑆): 将 𝑥加入 𝑆;
(ii) REMOVEBOTTOMHALF(𝑆): 从 𝑆 中移除最小的 ⌈

𝑛
2⌉个整数.

描述你的算法并给出最坏情况下两个操作的时间复杂度. 进一步采用势能法进行平摊分
析,得到两种操作的平摊时间: 请选择合适的分析策略,使得 (i)的平摊代价为 𝑂(1), (ii)
的平摊代价为零.
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解 使用动态表的结构: 将元素存入数组中,如果插入时不够存了就把容量扩展两倍. 在
删除最小的 ⌈

𝑛
2⌉个数时,首先找出中位数 𝑚 (采用 𝑂(𝑛)的办法),然后把旧表中所有大于

𝑚的数复制到新的和原来表容量相同的表中. 最坏插入操作代价 𝑂(𝑛),删除操作代价也
为 𝑂(𝑛). 以下设删除时操作需要时间前的常数为 𝑘.

定义势函数为 Φ(𝑆) = 3𝑘𝑛 − 𝑐,其中 𝑛为表中数字数量, 𝑐为表容量,则由于表至多空
闲一半, Φ(𝑆) ≥ Φ(∅) = 0.
⊳ 插入 如果不扩张表则平摊代价为 1 + (3𝑘(𝑛 + 1) − 𝑐) − (3𝑘𝑛 − 𝑐) = 4 + 𝑘. 如果扩张了,

则当前 𝑐 = 𝑛,故平摊代价为 𝑛+1+(3𝑘(𝑛+1)−2𝑐)−(3𝑘𝑛−𝑐) = 𝑛+4−𝑛+𝑘 = 4+𝑘.
⊳ 删除 找中位数和复制整张表至多需要代价 𝑘𝑛, 所以平摊代价为 1.5𝑘𝑛 + (1.5𝑘𝑛 −

𝑐) − (3𝑘𝑛 − 𝑐) = 0. ◻

除了在数据结构中的应用之外,在线算法中也常常用到平摊分析的技巧. 虽然这个
话题是后半学期的内容,为了演示势能法的更多应用,我们现在就展示一个例子 (虽然这
个例子颇有一种拿 “势能”当幌子的感觉,但思想是很像的).
考虑这样一个问题: 有 𝑛个自称专家的人将在接下来的 1, 2, … , 𝑇 天内对股市的涨

跌 𝑦𝑡 ∈ {0, 1}进行预测,他们的预测记为 ̂𝑦𝑖𝑡;李雷希望参考他们的预测来给出自己的预
测 ̂𝑦𝑡. 记李雷和每个专家的错误次数分别为

𝐿 =
𝑇∑

𝑡=1
1𝑦𝑡≠ ̂𝑦𝑡 , 𝐿𝑖 =

𝑇∑
𝑡=1

1𝑦𝑡≠ ̂𝑦𝑖𝑡 .

李雷应该如何决策使得 𝐿和最好的专家的错误次数 𝐿∗ = min𝑖 𝐿𝑖尽可能接近?
以下展示一种叫作 weighted majority vote的算法. 思想为: 为每个专家维护权 𝑤𝑖,选

择总权和大的预测作为李雷的预测;若预测错了,就降低那些弄错了的专家的权重.

算法 3 WEIGHTEDMAJORITYVOTE
输入: 𝛽 ∈ (0, 1)
1: 𝑤1𝑖 ← 1 (∀𝑖)
2: for 𝑡 ← 1 to 𝑇 do

3: 𝑦𝑡 ←
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0 (如果
∑

̂𝑦𝑖𝑡=0 𝑤𝑖𝑡>
∑

̂𝑦𝑖𝑡=1 𝑤𝑖𝑡) ,

1 (否则).
4: if ̂𝑦𝑡 = 𝑦𝑡 then
5: 𝑤𝑖,𝑡+1 ← 𝑤𝑖𝑡 (∀𝑖)
6: else

7: 𝑤𝑖,𝑡+1 ←
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛽𝑤𝑖𝑡 ( ̂𝑦𝑖𝑡 ≠ 𝑦𝑡),
𝑤𝑖𝑡 (否则).

8: end if
9: end for
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定理 10 ([LW94,推论 2.1]) 若用以上算法,则

𝐿 ≤ 𝐿∗ log 1/𝛽 + log 𝑛
log(2/(1 + 𝛽)) .

注意 log 1/𝛽
log(2/(1+𝛽)) ≥ 2而其在 (1, 2)处有可去间断,所以此定理大致意思是说 𝐿 ≈ 常数 ×

𝐿∗ +常数. 也就是说错误率在 𝑇 → ∞的时候李雷和最好的专家不会差超过一倍.

证明 定义势函数 𝑊𝑡 =
∑𝑛

𝑖=1 𝑤𝑖𝑡. 当 𝑡 时刻预测错误时, 至少一半的专家都错了, 所
以此时

𝑊𝑡+1 ≤ 1 + 𝛽
2 𝑊𝑡, 这导出 𝑊𝑇 +1 ≤ (

1 + 𝛽
2 )

𝐿
𝑛.

另一方面, 𝑊𝑇 +1 ≥ 𝑤𝑖,𝑇 +1 ≥ 𝛽𝐿𝑖 (∀𝑖),结合两个不等式就算出了定理中的界. ◻

2 平摊分析的补充例题
问题 11 在快速 Fourier变换的实现中需要对一个线性数组作如下变换: 把下标 𝑖的元
素和下标 𝑗 的元素交换,其中 𝑖, 𝑗 的 𝑘位二进制表示刚好相反 (这时我们记 𝑗 = rev𝑘(𝑖)).
例如 1的四位二进制表示是 00012,对应于 10002.
我们可以如下方式获得 0, 1, 2, … 的对应二进制反序: 从 𝑎 = 0开始,我们每次计算

rev𝑘(rev𝑘(𝑎) + 1)并迭代. 例如 𝑘 = 4时会得到

00002, 10002, 01002, 11002, 00102, 10102, …

就是 0, 1, 2, … 的对应二进制反序. 更本质地说,我们把二进制表示的最左侧视为最低位,
每次加一. 模拟计算机中加法器的实现,我们可以给出如下算法:

算法 4 BITREVERSEDINCREMENT
输入: 𝑎
1: 𝑚𝑎𝑠𝑘 ← 10⋯ 00
2: while 𝑚𝑎𝑠𝑘AND 𝑎 ≠ 0 do
3: 𝑎 ← 𝑎XOR𝑚𝑎𝑠𝑘
4: 𝑚右移一位
5: end while
6: 𝑎 ← 𝑎OR𝑚𝑎𝑠𝑘

假设计算机可以在 1的时间内计算与、或、非和移位操作,请对以上生成 0, 1, 2, … , 𝑛
的对应二进制反序的过程作平摊分析.
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解 这就是课上讲过的 INCREMENT问题,只不过现在把二进制倒过来了. 因此平摊代价
为 𝑂(1). ◻

问题 12 考虑以下同时支持查找和插入的动态数据结构. 对于 𝑛个元素的表,我们维护
⌈log2(𝑛 + 1)⌉个排好序的表. 这些表的大小由 𝑛的二进制表示 𝑛𝑘−1, … , 𝑛0决定,第 𝑖个表
的大小为 2𝑖;如果 𝑛𝑖 = 0,则它是空的,否则是全满的.
(1) 表中如何进行搜索操作? 分析其最坏时间复杂度.
(2) 表中如何进行插入操作? 分析其最坏时间复杂度并进行平摊分析.
(3) 表中如何进行删除操作? 分析其最坏时间复杂度.

解 (1)很容易,我们直接逐个查表并二分即可,时间复杂度为 𝑂(log2 𝑛).
考虑 (2). 当新进入一个元素的时候,相当于 𝑛 ← 𝑛 + 1,那些参与二进制位翻转 (进

位)的表要进行合并操作. 比如 𝑛 = 7 = 1112,新元素独立成表后,所有的表要归并成一
个表;又如 𝑛 = 2 = 102,则新元素独立成表后无需再归并. 具体地说,令 𝑙𝑖𝑠𝑡 ← {新元素},
依次检查第 𝑖个表:
(i) 如果它是空的,则就把 𝑙𝑖𝑠𝑡放到这里;
(ii) 否则,将它和 𝑙𝑖𝑠𝑡归并后得到新的 𝑙𝑖𝑠𝑡,继续检查.
最坏情况下要将所有元素合并成一个表,这需要的时间是 𝑂(𝑛). 对于平摊分析,我们注意
到每插入 2𝑖个元素之后,第 𝑖个表才会发生一次代价 2𝑖的归并,利用聚集法,总代价为

𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝

⌈log2(𝑛+1)⌉−1∑
𝑖=0

2𝑖 × 𝑛
2𝑖

⎞
⎟
⎟
⎠

= 𝑂(𝑛 log 𝑛),

所以平摊代价为 𝑂(log 𝑛).
(3)我们先在各个表中查找要删除的元素,然后在最小的满的表中找一个元素替到

该元素被删除的位置上. 接下来最小的满表少了一个元素,将它按次序拆成更小的表即
可. 这在最坏情况下需要 𝑂(𝑛)时间 (拆了最大的表). ◻

问题 13 二叉搜索树应当尽量平衡. 考虑一般的二叉搜索树, 我们用 𝑥.𝑠𝑖𝑧𝑒 表示以
𝑥 为根的子树中的结点个数. 另外用 𝑥.𝑙𝑒𝑓 𝑡 和 𝑥.𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 表达 𝑥 的两个孩子结点. 给定
𝛼 ∈ [

1
2 , 1),称 𝑥是 𝜶-平衡的,如果 𝑥.𝑙𝑒𝑓 𝑡.𝑠𝑖𝑧𝑒 ≤ 𝛼 ⋅ 𝑥.𝑠𝑖𝑧𝑒, 𝑥.𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡.𝑠𝑖𝑧𝑒 ≤ 𝛼 ⋅ 𝑥.𝑠𝑖𝑧𝑒. 若每

个结点都是 𝛼-平衡的,那么就称整棵树是 𝛼-平衡的.
(1) 设计一个算法重建以 𝑥为根的子树,使得它是 1

2 -平衡的 (即完美平衡的).
(2) 证明: 在 𝑛结点、𝛼-平衡的二叉搜索树中进行搜索操作的代价是 𝑂(log 𝑛).

设 𝛼 > 1
2 . 我们对二叉搜索树进行正常的插入和删除操作,不过一旦某个子树不是

𝛼-平衡的,那么我们将重建之,使得其是 1
2 -平衡的.

以下我们将用势能法对数据结构进行平摊分析. 设 𝑥是搜索树 𝑇 中的结点,定义不
平衡度

Δ(𝑥) = |𝑥.𝑙𝑒𝑓 𝑡.𝑠𝑖𝑧𝑒 − 𝑥.𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡.𝑠𝑖𝑧𝑒|

第 6页,共 7页



算法设计与分析 (2022年春) 7

以及势函数
Φ(𝑇 ) = 𝑐

∑
𝑥∈𝑇 ∶Δ(𝑥)≥2

Δ(𝑥),

其中 𝑐 = 𝑐(𝛼)是一个充分大的常数.
(3) 证明: Δ(𝑇 ) ≥ 0,其中 𝑇 完美平衡时势函数为零.
(4) 假设重建 𝑚个结点的树的实际代价是 𝐾𝑚,请选择一个合适的 𝑐 来确保重建的平摊
代价为 𝑂(1).

(5) 基于对前面问题的回答,证明: 在 𝑛结点、𝛼-平衡的二叉搜索树中进行插入和删除操
作的平摊代价都是 𝑂(log 𝑛).

解 (1)是简单的,我们直接遍历得到子树中排序的序列,然后选定中位数作为根,递归
地重建树,这总之需要线性的时间.

对 (2),搜索需要的时间满足 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝛼𝑛) + 1,所以 𝑇 (𝑛) = 𝑂(log 𝑛). 因为搜索中每
次都会进展一层,所以搜索树的深度其实也是 𝑂(log 𝑛).

(3)是显然的 (对于完美平衡的树, Δ(𝑥) ≤ 1). 考虑 (4),我们取 𝑐 = 𝐾
2𝛼−1 ,那么重建以

𝑥为根的子树的平摊代价为

𝐾𝑚 + 0 − Φ(𝐷𝑖−1) ≤ 𝐾𝑚 − 𝑐Δ(𝑥) ≤ 𝐾𝑚 − 𝑐𝑚(2𝛼 − 1) ≤ 0.

在 (2)、(4)的基础上,插入和删除时,首先要用 𝑂(log 𝑛)的时间找到元素,随后进行树的
重建. 由于最多需要重建插入或删除元素到根路径上的所有子树,而深度最多 𝑂(log 𝑛),
因此平摊的重建代价为 𝑂(log 𝑛),由此可见插入和删除操作的平摊代价都是 𝑂(log 𝑛). ◻
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